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¡T embl ad! ¡Llega el ¡T embl ad! ¡Llega el 

ApocalipsisApocalipsis

!!

S i  a l g u n a  v e z  m e  h u b i e r a n  d i c h o  q u e  i b a  a  t i t u l a r  a s í  l a

i n t r o d u c c i ó n  d e  u n  l i b r o  d e  m a t e m á t i c a s ,  n o  h a b r í a

d a d o  c r é d i t o ,  p e r o  e n  c u a l q u i e r  c a s o

h a b r í a  v e n d i d o  s i n  d u d a r l o  m i  a l m a

a l  d i a b l o  p a r a  c o n s e g u i r l o .  Y ,  m i r a

p o r  d ó n d e ,  a q u í  e s t a m o s  e n  e l l o  y

c o n  m i a l m a  t o d a v í a  a s a l v o  d e l a s

g a r r a s  d e  S a t a n á s .

El Apocal ipsis tiene que ser una cosa de lo más chula
,

aunque seguro que sale carísimo: el fin del mundo, dra -

gones, fuego, ángeles y bestias peleando en el cielo, muer -

te y destrucción, nubes negras, esqueletos montados en

caballos que surcan el firmamento, estrellas que caen y

ríos de lava... Como aficionado al death metal, no se me

ocurre nada mejor para una tarde de palomitas. La verdad

es que mola más que el mundo se acabe de esta  manera

que recalentado por el cambio climático, convertido en

un desierto sin osos polares o fulminado por un meteori -

to sin que el héroe yanqui de turno pueda hacer nada por

evitarlo.
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E l últ im o li br o de l a B ib li a cr is ti ana , el A po ca li ps is ,

se llama también Libro de las Revelaciones porque eso 

es precisamente lo que significa en griego
 Ἀπ οκ άλ υψις

: 

revelar, quit ar el velo, que la realidad muestre su ver -

dader a natur aleza. 
Por eso me pareció buena idea titular

este libro Apocalipsis Matemático. Porque, por una par -

te, hay mucha gente a la que le vienen a la mente ríos de

lava, jinetes esqueléticos y el fin del mundo cada vez que

recuerda sus clases de matemáticas o simplemente cuan -

do le nombras una raíz cuadrada, una integral doble o

alguna de esas cosas que identifica con instrumentos de  

tortura medievales. Pero, por otro lado, las matemáticas

son precisamente la mejor forma que tenemos los huma -

nos de revelar la naturaleza, de quitarle el velo al miste -

r i o s o  a z a r  q u e  p a r e c e  g o b e r n a r l o  t o d o ,  a  e s a a p a r e n t e

imprevisibilidad de los acontecimientos naturales. Cuan -

do las matemáticas estuvieron listas, la ciencia —todas

l a s  c i e n c i a s —  p r o d u j o  l o s  a v a n c e s  q u e  n o s  h a n  h e c h o

l l e g a r a d o n d e e s t a m o s y q u e s i g u e n s o r p r e n d i é n d o n o s

c a d a d í a a l d e s c u b r i r n u e v a s f a c e t a s d e e s t a m a r a v i l l a q u e

es el mundo (y que sería una pena que quedase destruido

e n tr e m ar e s d e f ue g o y á ci d o p o r a q ue l l o d e l A p oc a l ip s i s ).

E n  e s t e  l i b r o  v a m o s  a  h a b l a r  d e  m u c h a s  c o s a s :  d e

movidas matemáticas que no tienen (en principio) nada 

q u e  v e r  c o n  n a d a  p e r o  q u e  m o l a n  p o r q u e  s í ;  s o b r e  l a s

propias matemáticas y su naturaleza (de forma implíci -

ta  en  todos  los  capí tu los ,  de  forma expl íc i ta  en  a lguno
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de ellos); y también de las aplicaciones de las matemáti -

c a s  e n  l a s  c i e n c i a s  y  e n  l a  o r d e n a c i ó n  d e  n u e s t r a  v i d a .

No hay que obsesionarse con nada, que acaba uno fatal 

d e  l a  c a b e z a ,  p e r o  s i  e r e s  d e  e s a  g e n t e  q u e  p i e n s a  q u e

o b s e s i o n a r s e  t i e n e  s u  p u n t o ,  l a s  m a t e m á t i c a s  s o n  u n a

buena alternativa: entiendes cuestiones que a los demás 

les parecen secretos arcanos, puedes hablar un lenguaje 

ininteligible, no te las acabas nunca y encima te pueden 

producir frustración y placer a partes iguales. Y o estoy 

un pelín obsesionado con las matemáticas, aunque se me

pasa enseguida, y por eso tengo un canal de Y ouT ube en

el que hablo sobre mates. Se llama 
Derivando

y he trata -

do decenas de temas matemáticos en los vídeos que subo.

Esos temas son la base de este libro: aquellas cuestiones 

que más han interesado  en Derivando , las que la gente 

me ha pedido que incluya y algunas que deberían estar 

e n  e l  c a n a l  p e r o  n o  e s t á n  ( t o d a v í a ) .  T o d o s  c o n f o r m a n

este Apocalipsis que trata de mostrar el espectáculo de

la revelación matemática de la naturaleza. Ponte las ga -

fas de dejarte sorprender , pilla algo de comer o de beber ,

dale al botón de Apocalypse Now y adelante con el libro.

Pero, antes, unas 
recomendaciones de uso

:

Hay muchas f ormas de utilizar este libr o
. Una es com -

prarte un montón de ejemplares, cien o por ahí, armar

u n a  p i l a ,  e s c r i b i r  e n  t o r n o  a  e l l a  u n  p e n t a g r a m a  c o n

símbolos cabalísticos, prenderle fuego y arder invocando
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al  demonio para  que  te  reve le  los  secre tos  de  las  mate -

máticas. No te lo recomiendo: tiene que doler un mon -

tón, te vas a quedar hecho polvo y el demonio no tiene 

pinta de saber demasiadas matemáticas, por mucho que

firme con «666». Pero bueno, si aun así decides hacerlo,

sube fotos a Instagram y etiquétame para verlas.

Otra forma es 
leerlo como un libr o normal

, empezan -

do por el primer capítulo  y siguiendo adelante con todos,

en un orden secuencial perfecto. Y o lo haría así, porque

soy un soso y ando un poco obsesiona -

d o  c o n  e l  o r d e n  y  c o n  h a c e r  l a s  c o s a s

como es debido y todas esas limitaciones

que mi carácter me impone. Puedes ha -

c e r l o  a s í  p e r f e c t a m e n t e ,  t o d o  t e n d r á

sentido y vivirás una aventura matemá -

tica sin riesgos ni alteraciones graves. T u

corazón te lo agradecerá.

O puedes lanzarte  a lo loco.
Empezar por donde quieras,

seguir por donde te dé la gana, dejar capítulos sin termi -

n a r  y  r e t o m a r l o s  d e s p u é s  d e  h a b e r  l e í d o  o t r o s .  
E s  u n

l i b r o  c o n  m u c h o s  n i v e l e s  y  c o n  m u c h a s  c a r a s
.  A  l o

l a r g o  d e  l o s  c a p í t u l o s  t e  v a s  a  e n c o n t r a r  a d v e r t e n c i a s

sobre la dificultad de algunas secciones, para que no te 

a d e n t r e s  e n  e l l a s  s i n  c a s c o .  ¡ A h !  T a m b i é n  h a y  a l g u n o s

retos y ejercicios… Las dificultades están indicadas con 

calaver as
: una calavera significa que (en principio) la cosa
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es sencilla; tres calaveras significa que hay gente que ha 

m u e r t o  i n t e n t á n d o l o  s i n  c a s c o .  E n  t o d o  c a s o ,  p o d r á s

e n c o n t r a r  p i s t a s  y  s o l u c i o n e s  a l  f i n a l ,  p a r a  q u e  n o  t e

desesperes. (A esto me ha obligado la editorial; agradé -

ceselo a ellos, yo soy más partidario de provocar deses -

peración y dolor .)

E s t e e s u n l i b r o c o n u n m on t ó n d e e s tr u c t u r a s d is t i n -

t a s  y  e n  e l  q u e  l a s  p i e z a s  h a n  s i d o  e n s a m b l a d a s  d e  u n

modo particular , sí, pero podrían haber estado d i s p u e s -

tas de otra forma. Si decides leer el libro a lo loco, te vas

a divertir , pero también puede pasar que de repente no 

entiendas algo y tengas que buscar apoyos en otras partes

del libro, porque en algún lugar está la pieza que te falta

para comprender . ¿Y qué? 
Est o no es una escape r oom

 

d e  e s a s :  p u e d e s  s a l i r  c u a n d o  q u i e r a s ,  v o l v e r  a  e n t r a r  y

repetir párrafo las veces que te dé la gana. Siéntete libre.

A mí me agobia leer los libros en desorden, pero ¿quién

d i c e q u e e l ú n i c o o r d e n p o s i b l e e s e l q u e y o p r o p o n g o ?

No saldrá esa afirmación de mi boca, desde luego.

Unas últimas palabras sobre la numeración de los ca -

pítulos y las páginas. El orden habitual de 1, 2, 3, 4, 5…

es tan aburrido que corres peligro de quedarte dormido

e n e l t re n m i en t r as v a s l e ye nd o e l l i br o , as í q u e h e d ec i -

dido usar una numeración, digamos, más «matemática».

Estoy absolutamente seguro de que vas a saber de qué va

l a  c o s a .  S i  n o ,  s i e m p r e  p u e d e s  b u s c a r  e s a  s e c u e n c i a  d e

numerillos en internet y aprender algo sobre ellos...
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En este libro vas a encontrar matemáticas. Y 
las ma -

temáticas son muy variadas
. Hallarás cosas sencillas y 

otras complicadas. V as a poder darte cuenta de que son 

un mundo inmenso lleno de cuestiones difíciles (proba -

b l e m e n t e  m u c h o  m á s  d e  l o  q u e  p u e d a s  i m a g i n a r )  p e r o

que no voy a tratar de lleno, tan solo nombraré algunas 

y podrás investigar por tu cuenta si tienes curiosidad (te 

l o  r e c o m i e n d o ) .  E n c o n t r a r á s  d i v e r s i ó n  y  c u r i o s i d a d e s ,

a s í  c o m o  l a  e n c a r n i z a d a  l u c h a  d e  l o s  m a t e m á t i c o s  p o r

hallar sentido a todo lo que hacen (casi siempre lo con -

s i g u e n ) .  V e r á s  a p l i c a c i o n e s ,  m a t e m á t i c a s  c o t i d i a n a s  y

m a t e m á t i c a s  q u e  j a m á s  p o d r á s  o b s e r v a r  d e  c e r c a  a  n o

ser que te dediques profesionalmente a ellas. Habrá mu -

chos términos, problemas y conceptos que quizá te lla -

men la atención y dirijan tu curiosidad hacia otras fuen -

tes: ¡síguela! 
¡Adéntr ate en el (casi) infinit o mundo de 

l a s  m a t e m á t i c a s !
V u e l v e  a l  l i b r o  c u a n d o  q u i e r a s ,  e s t á

preparado para darte nuevas sorpresas cada vez que re -

greses a él.

Antes de comenzar , quiero proponerte un juego. 
A con -

t i n u a c i ó n  v e r á s  d o s  c u a d r o s
.  E s c r i b e e n  e l  p r i m e r o  t u

propia  
d e f i n i c i ó n d e m a t e m á t i c a s

,  la  que  t i enes  ahora

antes de leer el libro. Y cuando acabes, o cuando  quieras,

vuelve a esta página y rellena el segundo cuadro con la 

definición de matemáticas que tengas después de pasar 

por este Apocalipsis Matemático y cualesquiera lugares 

a  l o s  q u e  l a  l e c t u r a  d e  e s t e  v o l u m e n  t e  h a y a  l l e v a d o .
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Después, compara ambas definiciones y comprueba que

nunca tendremos una idea  prec i sa  y  completa  sobre  lo

q u e  s o n  l a s  m a t e m á t i c a s ,  q u e  s i e m p r e  n o s  q u e d a  a l g o

por abarcar , y esa es la maravilla de esta ciencia.

Pero, sobre todo, permítete siempre 
DISFRUT AR

de las 

matemáticas.

T u definición de matemáticas 
ANTES

de leer este libro:

T u  d e f i n i c i ó n  d e  m a t e m á t i c a s  
D E S P U É S

d e  l e e r  e s t e

libro:
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El ejércit o de l as tiniebl asEl ejércit o de l as tiniebl as

E n  e l  A p o c a l i p s i s  a p a r e c e r á  e l  e j é r c i t o  d e  l o s  j u s t o s  q u e

s e  e n f r e n t a r á  e n  e l  A r m a g e d ó n  a  l a s  h u e s t e s  d e  S a t a n á s

f o r m a d a s  p o r  l o s  m u e r t o s n o a r r e p e n t i d o s ,
l a  m a l a

g e n t e  z o m b i
. 

U n a  b a t a l l a  q u e  d e j a r á  a  l a  a l t u r a  d e l  b e t ú n  a  c u a l -

quiera de las pelis de superhéroes, guerras interestelares

o ma dr e s de dr a gon e s qu e h a -

y a s v i s t o j a m á s .  L a s b a t a l l a s

c o n  m e g a e j é r c i t o  s o n  d e  l a s

m e j o r e s  c o s a s  d e  c u a l q u i e r

a p o c a l i p s i s d e c e n t e . L o s a b e

t o d o  d i r e c t o r  d e  c i n e  q u e

quiera abarrotar de palomitas

l a s  s a l a s  d e  c i n e  d e  m e d i o

mundo. Pues bien, ahora ima -

g í n a t e  t o d o s  l o s  e j é r c i t o s  d e  E l  s e ñ o r  d e  l o s  a n i l l o s j u n -

t o s ,  t o d o s  l o s  m a g o s  d e  l a  b a t a l l a  f i n a l  d e  l a  s a g a  H a r r y

P o t t e r , l a  p a s a d a  d e  s u p e r h é r o e s  y  v i l l a n o s  d e  E n d g a m e  

y  t o d a s ,  t o d i t a s ,  t o d a s  l a s  n a v e s  d e  t o d a s  l a s  b a t a l l a s  d e

S t a r  W a r s .  P u e s  t o d o  e s o  j u n t o  n o  e s  n a d a  
— ¡ n a d a ! —

 

c o m p a r a d o  c o n  l a  b a t a l l a  f i n a l  d e l  A p o c a l i p s i s  M a t e -
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m á t i c o .  P o r q u e  e n  e s a  c o n t i e n d a  e s t á n  t o d o s  l o s  n ú m e -

r o s ,  y  l o s  n ú m e r o s  s o n  m u c h o s ,  p e r o  m u c h o s .  I n f i n i t o s ,

q u e  e s  m á s  q u e  m u c h o s .  S i  a l g o  v a  a  h a b e r  e n  e l  A p o c a -

l i p s i s  M a t e m á t i c o  s o n  n ú m e r o s .  
T o n e l a d a s  d e  n úm e r o s .

C a s i t o do e l m u n d o t i e n e c l ar o q u e l a s m at e m á t ic a s v a n

de números. Y es bastante cierto, a muchos niveles además,

pero quizá no como se lo imagina la gente. Muchas perso -

nas cuando piensan en números  lo hacen en cuentas largas

o d i f í c i l e s ,  c o n  m o n t o n e s  d e  d e c i m a l e s ,  n u m e r a j o s  t r e -

m e n dos puestos en columnas o filas que rellenan folios y

folios de eje rcicios , en las que adem ás no s e puede usar

calculadora. Cuando le dices a alguien que eres matemá -

t i co, si no sale corriendo, llorando y agitando los brazos,

normalmente se piensa que lo mejor que sabes hacer en la

vida son multiplicaciones o divisiones  gigantes, la cuenta

cuando pagas en un restaurante o raíces cuadradas con

l á p i z  y  p a p e l  ( ¿ d e  v e r d a d  t o d a v í a  h a y  a l g ú n  s e r  q u e  s e

acuerde de cómo hacer una raíz cuadrada «a mano»?).

M u c h a s  p e r s o n a s  n o s  v e n

c o m o  
c a l c u l a d o r a s  h u m a n a s ,

i n f a l i b l e s  y  r a p i d í s i m a s
.  Y  n o .

N o  s o m o s  p a r t i c u l a r m e n t e  b u e -

n o s  h a c i e n d o  c u e n t a s  o  c á l c u l o

m e n t a l ,  n o  m á s  q u e  c u a l q u i e r a ,

a l  m e n o s  y o  n o .  E s  c i e r t o  q u e ,

c o m o  m u c h a s  v e c e s  t e n e m o s

c o n t a c t o  c o n  n ú m e r o s ,  h a c e m o s
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c u e n t a s  d e  v e z  e n  c u a n d o ,  p e r o  n i  d e  l e j o s  e s  a  l o  q u e

n o s  d e d i c a m o s .  E s o  s í ,  n o s  e n c a n t a n  l o s  n ú m e r o s ,  l o s

d i s f r u t a m o s ,  j u g a m o s  c o n  e l l o s ,  l o s  c o n o c e m o s ,  n o s

p a r e c e n  b o n i t o s ,  d i v e r t i d o s ,  n o s  e m o c i o n a n ,  n o s  i n t e -

r e s a n ,  n o s  a p a s i o n a n .

Existen muchos tipos de númer os
; de hecho, es difí -

cil definir número porque hay varias cosas diferentes a 

las que llamamos «números». Pero no te preocupes, no 

voy a entrar en disquisiciones filosóficas sobre qué es un

número; no tenemos tiempo, el Armagedón se acerca y 

nuestro mundo se acaba. En fin, vamos con ello, a dis -

frutar con números especiales, por el placer de jugar . Por

cierto, los números que usaremos son naturales (de los 

de  contar ,  los  de  toda la  v ida ,  y  enc ima pos i t ivos)  y  en

base 10 (si no sabes lo que significa «en base 10», no te 

p r e o c u p e s : p u e d e s c o n s u l t a r e l  r e c u a d r o q u e t i e n e s a

continuación).

BASES NUMÉRICAS: 

N o s o t r o s  u s a m o s  n ú m e r o s  e n  b a s e  
1 0 .

¿ E s o  q u é

s i g n i f i c a ?  P u e s  q u e  t e n e m o s  
d i e z

s í m b o l o s  p a r a

c o n s t r u i r  n u e s t r o s  n ú m e r o s  ( 0 ,  1 ,  2 ,  3 ,  4 ,  5 ,  6 ,  7 ,

8 ,  9 )  y  q u e ,  a l  e s c r i b i r  u n  n ú m e r o ,  l a s  d i s t i n t a s

p os ic i on es ex pr e sa n e l  nú m er o d e v ec e s  qu e e s ta -

m o s a ñ a d i e n d o l a s d i s t i n t a s p o t e n c i a s d e
d i e z

. 
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V amos con un ejemplito. Si tengo el número 2034,

¿ q u é  c a n t i d a d  e s t o y  e x p r e s a n d o  e n  b a s e  
1 0

?  P u e s

m i r a ,  c u e n t o  l a s  p o s i c i o n e s  d e  d e r e c h a  a  i z q u i e r -

d a :  l a  p r i m e r a  e s  l a  p o s i c i ó n  c e r o ,  a  s u  i z q u i e r d a

l a  u n o ,  e t c . ,  y  c a d a  u n a  e x p r e s a  c u á n t a s  v e c e s

sumo la correspondiente potencia de 
diez

. La po -

s i c i ó n  c e r o  i n d i c a  c u á n t a s  v e c e s  s u m o  
1 0

0

q u e  e s

1 .  L o  s u m o  4  v e c e s .  O K .  L a  s i g u i e n t e  p o s i c i ó n ,

l a  u n o ,  m e  i n d i c a  c u á n t a s  v e c e s  s u m o  
1 0

1

,  o  s e a ,

10. Lo sumo 3 veces. La posición dos, que en este

c a s o  t i e n e  u n  0 ,  i n d i c a  q u e  s u m o  0  v e c e s  l a  c a n -

t i d a d  
1 0

2

,  e s  d e c i r ,  1 0 0 .  Y ,  p o r  ú l t i m o ,  l a  p o s i c i ó n

3 me indica que en este caso estoy añadiendo dos

v e c e s  e l  1 0 0 0 ,  q u e  e s  
1 0

3

.  A s í  q u e  e n  b a s e  
1 0

e l 

n ú m e r o  2 0 3 4  e x p r e s a  l a  c a n t i d a d  d o s  m i l  t r e i n t a

y  c u a t r o .

Si donde hemos usado 
10

usamos ahora 
5

, pues

p a s a r e m o s  d e  c o n t a r  e n  b a s e  
1 0

a  h a c e r l o  e n  b a s e

5
,  y  p o d e m o s  h a c e r l o  c o n  c u a l q u i e r  b a s e .  A h o r a

t e n e m o s  
c i n c o

s í m b o l o s :  0 ,  1 ,  2 ,  3  y  4 .  L a  c i f r a

d e  p o s i c i ó n  c e r o  i n d i c a  l a s  v e c e s  q u e  a ñ a d i m o s

5

0

,  q u e  e s  1 .  L a  d e  p o s i c i ó n  1  i n d i c a  l a s  v e c e s  q u e

a ñ a d i m o s  
5

1

,
 

q u e  e s  5 .  L a  d e  l a  p o s i c i ó n  d o s  i n -

d i c a  l a s  v e c e s  q u e  a ñ a d i m o s  
5

2

,  o  s e a  2 5 ,  y  f i n a l -

m e n t e  l a  c i f r a  e n  p o s i c i ó n  t r e s  i n d i c a  l a s  v e c e s

q u e a ñ a d i m o s 1 2 5 , o s e a
5

3

. Y e n t o t a l n o s s a l e

(haz la suma sin calculadora) que el número 2034
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e n  b a s e  
5  

e x p r e s a  l a  c a n t i d a d  d o s c i e n t o s  s e s e n t a

y  n u e v e .

P u e d e s  i n t e n t a r l o  e n  o t r a s  b a s e s .  C o m o  v e s ,

tendrán que ser bases mayores o iguales que 5, ya

que cada base comienza sus símbolos con el 0, 1, 

e t c .  L a  b a s e  m á s  p e q u e ñ a  e s  l a  b a s e  2 ,  l l a m a d a

«binaria», es decir , que solo usa dos símbolos, el 

1 y e l  0 . E s t a  b a s e e s  m u y c o n o c i d a p o r q u e  l a

e m p l e a n  l o s  o r d e n a d o r e s  y  p o r q u e  n o s  p e r m i t e

d e c i r  t o n t e r í a s  c o m o  q u e  s o l o  h a y  1 0  t i p o s  d e

personas, las que saben binario y las que no. Y de

estas tontadas nos reímos entre nosotros los frikis.

Así nos va.

Los númer os primos

A muchos matemáticos se les pone la cara tontita cuan -

do les  hablas  de  números  pr imos .  Les  encantan:  que  s i

el año nuevo es primo o no, que si qué guay que tienes 

un número primo de años, ¡vives en un portal que es un 

número primo! Me parece una horterada ser un fanboy  

o fangirl de los números primos, pero, vaya, cada cual

tiene sus gustos y además a mí me encantan los números

primos. Pero ¿qué tienen de especial? ¿A qué viene tan -

ta historia con los números primos?
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C o m o  y a  s a b r á s ,  t i e n e  q u e  v e r  c o n  l o s  d i v i s o r e s  d e

u n  n ú m e r o .  E x i s t e  u n a  c o s a  l l a m a d a  « t e o r e m a  f u n d a -

mental de la aritmética» que dice que todo número na -

tural se puede descomponer de forma única como pro -

ducto de números primos. Los números primos pueden 

e s t a r  r e p e t i d o s  y  l o  d e  « d e  f o r m a  ú n i c a »  q u i e r e  d e c i r

«salvo el orden», claro. De esta manera, el 12 es 2 · 2 · 3 ,

el 767 es 13 · 59 y así todos. Por eso los primos son tan 

importantes, porque son las piezas de las que están he -

c h o s  ( m u l t i p l i c a t i v a m e n t e )  t o d o s  l o s  n ú m e r o s ,  y  s a b e r

más sobre los números primos significa saber más sobre

todos los números.

E s o s  f a c t o r e s  p r i m o s  s e  l l a m a n  t a m b i é n  « d i v i s o r e s

p r i m o s d e l n ú m e r o » . C u a l q u i e r n ú m e r o p u e d e t e n e r a d e -

más otros divisores no primos. Por ejemplo, los divisores

p r i m o s  d e l  1 2  s o n  2  y  3 ,  p e r o  e l  c o n j u n t o  d e  t o d o s  l o s

divisores del 12 es {1, 2, 3, 4, 6, 12}. Es decir , el 12 tiene 

seis divisores en total. Otra cosa: los «divisores propios»

d e  u n  n ú m e r o  s o n  t o d o s  s u s  d i v i s o r e s  ( p r i m o s  o  n o )

menos él mismo. O sea, los divisores propios del 12 son 

1, 2, 3, 4 y 6. 

Por cierto, ¡no he dicho aún qué es un número primo!

Un número primo es el que tiene exactamente dos divi -

sores. Por ejemplo, el 11, que solo tiene como divisores 

a l  1  y  a l  1 1 .  D a t e  c u e n t a  d e  q u e  e s t a  d e f i n i c i ó n  d e j a

fuera del conjunto de números primos al 1: el número 1 

no es primo. El 1 solo tiene un divisor , él mismo, así que 
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n o e s p r i m o . H a y r a z o n e s p r o f u n d a s p a r a q u e e l 1 n o

sea primo, pero una bastante sensata es que estropearía 

un poco el teorema fundamental de la aritmética y aque -

llos resultados que dependen de él, porque habría que e s -

tar todo el tiempo hablando de «los factores primos m e -

nos el 1» y eso es engorroso e incómodo.

Númer os perf ect os y númer os amigos

El tema de los divisores de un número da para mucho.

Cuando un número es menor que la suma de sus diviso -

r e s  p r o p i o s  s e  d i c e  q u e  e s  u n  « n ú m e r o  a b u n d a n t e » .

Cuando es mayor , se dice que es un «número deficiente».

Por ejemplo, el 12, que hemos visto antes, es un número

abundante ,  porque  sus  d iv i sores  propios  son 1 ,  2 ,  3 ,  4

y 6, que suman 16 y eso es mayor que 12. Sin embargo,

l o s  n ú m e r o s  p r i m o s  s o n  t o d o s  d e f i c i e n t e s ,  p o r q u e  s u

ú n i c o d i v i s o r p r o p i o e s e l 1 , p o b r e c i t o s . L o s p r i m e r o s

n ú m e r o s a b u n d a n t e s s o n  1 2 ,  1 8 ,  2 0 ,  2 4 y 3 0 , t o d o s

pares.

T e  p r o p o n g o  u n  r e t o :  ¿ p u e d e s  e n c o n t r a r  a l g ú n

número abundante impar?

En los números abundantes, a la diferencia entre la

suma de sus divisores propios y el número en cuestión se
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la llama «abundancia del número»; por ejemplo, la  abun -

d a n c i a  d e l  1 2  e s  1 6  −  1 2 ,  o  s e a  4 .  S i  u n  n ú m e r o  t i e n e

a b u n d a n c i a  1  s e  d i c e  q u e  e s  «
c u a s i p e r f e c t o

» ,  y  ¿ s a b e s

qué?: no se conoce ningún número cuasiperfecto. No se

sabe si existen, pero nadie ha podido demostrar tampo -

co que no existan. Lo único que se sabe de momento es

que si existe algún número cuasiperfecto debe ser impar ,

debe ser un cuadrado perfecto y debe ser mayor que 10

35

 

(o sea, tiene al menos 35 cifras). Muy fuerte el tema.

Si quieres una misión arriesgada en la vida, dedí -

cala a buscar números cuasiperfectos.

Si podemos pensar en números cuasiperfectos es por -

q u e p o d e m o s p e n s a r e n n ú m e r o s p e r f e c t o s , ¿ n o ? P o r

supuesto que sí. ¿Adivinas cómo se definen los números 

perfectos? Estoy casi seguro de que sí: los números per -

fectos son aquellos que no son abundantes ni deficientes,

e s  d e c i r ,  a q u e l l o s  e n  l o s  q u e  l a  s u m a  d e  s u s  d i v i s o r e s

propios es exactamente igual al número. El primero es

el 6, porque los divisores propios de 6 son 1, 2 y 3, que 

suman exactamente 6. Los números perfectos son boni -

tos y bastante misteriosos: de momento todos los que se 

conocen son pares. Y nadie sabe si es posible que haya 

u n n ú m e r o p e r f e c t o i m p a r — s e r í a u n h a l l a z g o m a r a v i -
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lloso—, nadie ha encontrado nunca ninguno y nadie ha 

demostrado que no existan. T ampoco se sabe si existen 

infinitos números perfectos. De momento se conocen 51

n ú m e r o s  p e r f e c t o s ,  q u e  e s  e x a c t a m e n t e  e l  n ú m e r o  d e

primos de Mersenne. ¿Es eso casualidad? (Y a te digo yo 

que no.) ¿Están de alguna manera relacionadas estas dos

maravillas numéricas? (Y a te digo yo que sí.) La respues -

t a  l a  t i e n e n  d o s  d e  l o s  m á s  g r a n d e s  m a t e m á t i c o s  d e  l a

historia, 
Euc l i d e s

y 
Eu l e r

. Pero primero, ¿qué es un nú -

mero primo de 
Mersenne?

Los primos de Mersenne son números primos de la

forma 2

p

– 1, donde p es un número primo. Por ejemplo,

si p es el 5, tenemos que 2

5

− 1 es 31, que efectivamente 

es un número primo. Lo chulo del tema es que por mu -

c h o q u e p s e a p r i m o , n o s i e m p r e 2

p

− 1 l o e s ; p o r e j e m p l o ,

cuando p  es 11 tenemos que 2

11

 − 1 es 2047, que, como  

todo el mundo sabe, es 23 por 89, o sea, que no es primo.

L o s  n ú m e r o s  d e  M e r s e n n e  n o s  o f r e c e n  u n a  b u e n a

forma de buscar números primos muy grandes: tomamos

u n  n ú m e r o  p r i m o  p q u e  c o n o z c a m o s  ( a l g u n o  q u e  s e a

m u y  g r a n d e ) ,  c a l c u l a m o s  2

p

− 1 ( q u e  v a  a  s e r  b a s t a n t e

m á s  g r a n d e  q u e  p )  y  s i  e s  p r i m o ,  ¡ B I N G O !  H e m o s  e n -

contrado un primo enorme.

El problema, como te puedes imaginar , es comprobar

si 2

p

− 1 es primo o no, ya que puede implicar cálculos 

c o m p l i c a d í s i m o s .  P e r o  b u e n o ,  p a r a  e s o  e s t á n  l o s  o r d e -

nadores y las redes de ordenadores, ¿no? Existe una red 
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mundial llamada GIMPS (Great Internet Mersenne Pri -

me Search) que busca primos de Mersenne grandes, y en

la que puedes participar con tu ordenador uniéndote a

l o s  c á l c u l o s  a  t r a v é s  d e  e s t e  e n l a c e :  < w w w . m e r s e n n e .

org> . Si resulta que es tu ordenador el que encuentra el 

próximo primo de Mersenne, puedes llevarte unos cuan -

tos dólares. En concreto, si hallas un primo de Mersen -

n e d e m á s d e c i e n m i l l o n e s d e d í g i t o s , t e l l e v a s 5 0 0 0 0

dólares. El número primo más grande conocido hasta el 

momento es un número primo de Mersenne: 2

82 589 933 

− 1

y  t i e n e  m á s  d e  v e i n t i c u a t r o  m i l l o n e s  d e  d í g i t o s ,  u n  n ú -

m e r o  e n o r m e .  H a s t a  a h o r a  s e  c o n o c e n  5 1  p r i m o s  d e

M e r s e n n e ,  y  c a d a  u n o  d e  e l l o s  s e  c o r r e s p o n d e  c o n  u n

número perfecto: si 2

p

− 1 es primo (o sea, si tenemos un

primo de Mersenne), entonces 2

p - 1

(2

p

− 1) es un número

perfecto. Siempre.

EL TEOREMA DE EUCLIDES-EULER 

  

La correspondencia entre ambos conceptos (nú -

meros perfectos y primos de Mersenne) es precio -

s í s ima:  e l  t eorema de  Euc l ides -Euler  ( s i  yo  fuera

un teorema querría ser el teorema de Euclides-Eu -

l e r ) .  R e s u l t a  q u e  h a c e  d o s  m i l  t r e s c i e n t o s  a ñ o s

Euclides demostró que si 2

p

− 1 es primo (o sea,

s i t e n e m o s u n p r i m o d e M e r s e n n e ) , e n t o n c e s
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2

p - 1

(2

p

− 1 ) es un número perfecto. Por ejemplo, el

de antes: cuando p es 5, tenemos que 2

4

es 16 y que

2

5

− 1 es 31, y entonces 16 · 31 que es 496 resulta

q u e e s u n n ú m e r o p e r f e c t o ( s i q u i e r e s , c o m p r u é b a -

lo  con pape l  y  bol i :  t ra ta  de  encontrar  todos  los

divisores propios de 496 y comprueba que suman

496; es el tercer número perfecto, después de 6 y

28). La demostración de este resultado de Euclides

no es muy difícil,  vamos a verla en cuatro pasitos:

• Par a em pez ar , llam amo s m a l núm ero 2

p - 1

(2

p

− 1).

L o  p r i m e r o  q u e  t e n e m o s  q u e  s a b e r  e s  q u e  l a

suma de los divisores de m es igual al produc -

to de la suma de divisores de 2

p - 1

por la suma

de los divisores de (2

p

− 1). Ahora calculamos

cada una de estas dos sumas.

• Como 2

p - 1

es una potencia de dos, sus únicos

divisores son las potencias de dos más peque -

ñas, o sea: 1, 2, 4, 8, ... así hasta 2

p - 1

, y la suma

de todas esas potencias es 2

p

− 1.

• P o r  o t r o  l a d o ,  c o m o  ( 2

p

−  1 )  e s  p r i m o ,  s u s

únicos divisores son 1 y (2

p

− 1), que sumados

dan 2

p

.

• Así que multiplicando (2

p

− 1) y 2

p

obtenemos

2

p

( 2

p

−  1 ) ,  q u e  s o n  l o s d i v i s o r e s  d e  m .  P e r o

para ver si m es perfecto, debemos considerar

todos los divisores menos el propio m , con lo
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q u e t e n e m o s q u e 2

p

( 2

p

− 1 ) m e n o s m , q u e e s

2

p - 1

(2

p

− 1), resulta exactamente 2

p - 1

(2

p

− 1), 

o sea m . Por tanto, m es un número perfecto

¡siempre que 2

p

− 1 sea primo!

Bueno, pues con eso, gracias a Euclides, tenemos

que todo primo de Mersenne nos proporciona un

n ú m e r o p e r f e c t o p a r . Y r e s u l t a q u e e n 1 8 4 9 , d o s

m i l c i e n a ñ o s m á s t a r d e , E u l e r d e m o s t r ó q u e t o d o

n ú m e r o p e r f e c t o p a r e s d e l a f o r m a 2

p - 1

( 2

p

− 1 )

con (2

p

− 1), un primo de Mersenne. Su demostra -

c i ó n n o e s m u c h o m á s d i f í c i l q u e l a q u e h e m o s

visto con Euclides, pero no quiero que te estalle la

cabeza dos veces el mismo día.

Así que el teorema de Euclides-Euler nos dice que

todo número perfecto par corresponde a un primo

de Mersenne y viceversa.

¿ Y  l o  d e  l o s  n ú m e r o s  a m i g o s  q u é ?  S e  d i c e  q u e  d o s  n ú -

meros son amigos si la suma de los divisores propios de 

u n o  e s  i g u a l  a l  o t r o  y  v i c e v e r s a .  L a  p a r e j a  d e  n ú m e r o s

amigos más famosa de todos los tiempos es la formada 

por 220 y 284. Lo comprobamos: los divisores propios 

de 220 son 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22, 44, 55 y 110, que 

si los sumamos dan 284; y los divisores propios de 284 
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son 1, 2, 4, 71 y 142, que si los sumamos dan..., ¡efecti -

vamente, 220! Por eso se dice que 220 y 284 son núme -

ros amigos.

N o  e s  f á c i l  e n c o n t r a r  n ú m e r o s  a m i g o s ,  n o  t e  c r e a s ,

n o  s o n  n a d a  f r e c u e n t e s .  L o  d e  q u e  e l  2 2 0  y  e l  2 8 4  s o n

amigos se conoce desde hace más de dos mil quinientos 

años. Los pitagóricos ya lo sabían, pero la siguiente pa -

rejita tardó mucho en encontrarse. En el siglo 

ix

, un ma -

temático turco llamado Ibn Qurra averiguó que 1184 y 

1 2 1 0  s o n  a m i g o s ;  e s  m á s ,  e s t e  h o m b r e  d e s c u b r i ó  u n a

fórmula para hallar este tipo de números. El 220 y el 284

han sid o de sde los ant iguos gri egos , y sob re t odo en la

cultura árabe, una especie de amuletos de la amistad y

el amor . No creo que sirva para nada, pero la verdad es 

q u e m o l a d a r l e a u n a m i g o o a a l g u i e n a q u i e n q u i e r e s

u n  2 2 0  y  q u e  t e  d é  a  t i  u n  2 8 4 ,  c o m o  « a m i g o s  p a r a

siempre», porque 
est os númer os sí que tienen una amis -

t ad eterna
.

A d e m á s  d e  p a r e j i t a s  d e  n ú m e r o s  a m i g o s  p o d e m o s

plantearnos grupos enteros de números que compartan 

amistad. Es lo que se conoce como «números sociables».

T omemos un número cualquiera, por ejemplo el 30; sus 

d i v i s o r e s p r o p i o s  s o n 1 ,  2 ,  3 ,  5 , 6 , 1 0  y  1 5 . ¿ L o  c o m -

pruebas? Los sumamos y sale 42, y los divisores propios

de 42 son 1, 2, 3,  7, 6, 11 y 21, que suman 51, y podría -

mos seguir así. A esa sucesión de números (30-42-51-etc.)

la llamamos la «sucesión alícuota» del 30, en este caso. 
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Pues bien, puedes hacer la sucesión alícuota de cualquier

n ú m e r o .  A l g u n a s  a c a b a n  e n  e l  0 ,  c o m o  l a  d e l  3 0  ( l a

p u e d e s s e g u i r c o n u n p a p e l y u n b o l i y t e d a r á s c u e n t a

d e  q u e  e s  3 0  -  4 2  -  5 1  -  2 1  -  1 1  -  1  -  0 ) ,  y  o t r a s  n o ,  y a

q u e  r e p i t e n  p a r a  s i e m p r e  l o s  m i s m o s  n ú m e r o s .  M i r a

cómo es la del 220: 220 - 284 - 220 - 284 - 220 - 284 - ...

Claro, como son amigos, están solitos en su sucesión; es 

decir , al sumar los divisores de uno obtengo el otro y así 

todo el rato. De este modo, se dice que la sucesión alí -

cuota  de l  220 (o  la  de l  248,  que  es  la  misma)  t i ene  pe -

riodo 2. Bueno, pues hay números que forman grupitos 

más grandes, sucesiones alícuotas de periodos mayores 

que 2. A estos números que están juntitos repitiéndose

todo el rato en la sucesión alícuota de cualquiera de ellos

se les llama «números sociables». Mira por ejemplo estos

cuatro: 1 264 460 - 1 547 860 - 1 727 636 - 1 305 184; 

te das cuenta evidentemente de que los divisores del pri -

mero suman el segundo, los del segundo el tercero, los

del tercero el cuarto, los del cuarto el primero, y volve -

mos a empezar . (Si no te lo crees, ya sabes: papel y boli, 

o igual necesitas una calculadora en este caso.) Este gru -

p o d e n ú m e r o s s o c i a b l e s t i e n e c u a t r o m i e m b r o s , y e l

periodo de e sta suc esión alícuota es 4. Se sabe que hay

grupos de cinco, de seis, y otros. Las sucesiones alícuotas

de periodo 2 son los números amigos; y las de periodo 1 ,

los números perfectos. ¿Y las de periodo 3? Pues resulta

q u e  n a d i e  s a b e  s i  e x i s t e  a l g ú n  g r u p i t o  d e  e x a c t a m e n t e
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tres números sociables. ¿T e atreves a tratar de encontrar

a l g u n o ? O t r o p r o b l e m a a b i e r t o . Y a v e s l o q u e d a d e s í

sumar los divisores de un número.

Númer os f elices

La felicidad está al alcance de los números, claro que sí. 

Existen números primos, perfec tos, números amigos, hay

números deficientes y abundantes, ¡hasta números sub -

normales! Y entre todas esas clases de números y muchas

más, hay unos que han al canzado

la felicidad y se llaman ¡«
númer os

f elices
»

!
Y no son precisamente los

números de los premios de la lote -

r í a .  V a m o s  a  v e r  s u  d e f i n i c i ó n  y  a

jugar un poco con ellos.

Elige un número cualquiera: tu 

e d a d ,  e l  d í a  d e  t u  n a c i m i e n t o ,  l o  q u e  q u i e r a s . . .  V a m o s

a c o m p r o b a r  s i  e s e  n ú m e r o  e s  f e l i z  o  n o .  P o r  e j e m p l o ,

e l 7 3 ( s i n o s a b e s p o r q u é h e e s c o g i d o e l 7 3 , e s p e r a u n

poco, que nos lo vamos a encontrar más adelante). Sig a -

m o s : t o m a l o s c u a d r a d o s d e c a d a c i f r a d e l n ú m e r o y

súmalos todos. Este número tiene dos cifras, 7 y 3. El 7

al cuadrado es 49, y el 3 al cuadrado es 9; los sumamos 

y obtenemos el 58. Con ese resultado volvemos a hacer 

lo mismo: 5 al cuadrado es 25, 8 al cuadrado es 64 y la 

s u m a  e s  8 9 .  Y  s e g u i m o s  a s í …  C o m p r u e b a  q u e  d e l  8 9

p a s a m o s a l 1 4 5 , d e l 1 4 5 a l 4 2 , l u e g o a l 2 0 , d e s p u é s a l
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4 ,  a l  1 6 ,  a l  3 7  y  d e  a h í  d e  n u e v o  a l  5 8 ,  c o n  l o  q u e  n o s

h e m o s  m e t i d o  e n  u n  c í r c u l o  d e l  q u e  n u n c a  p o d r e m o s

salir . O sea, que ese número jamás podrá ser feliz. Porque

l o s  n ú m e r o s  f e l i c e s  s o n  p r e c i s a m e n t e  a q u e l l o s  q u e ,  a l

r e a l i z a r  e s e  p r o c e s o ,  l l e g a n  a l  1 ,  y  a h í  s e  q u e d a n  p a r a

siempre, en eterna felicidad.

¿ Q u e r é i s  u n  e j e m p l o  d e  n ú m e r o  f e l i z ?  O b s e r v a d  e l

23: 2 al cuadrado es 4 y 3 al cuadrado es 9, 4 + 9 es 13. 

Seguimos con el 13: 1 al cuadrado es 1 y 3 al cuadrado 

es 9, 1 + 9 es 10. Y seguimos con el 10: 1 al cuadrado es 

1, 0 al cuadrado es 0, 1 + 0 es 1. Y como 1 al cuadrado 

es 1, aquí nos quedamos para siempre, o sea que el 23 e s

un número feliz.

E n  e l  A p o c a l i p s i s  y o  m e  i m a g i n o  l o s  n ú m e r o s  f e l i c e s

vestidos con armaduras élficas doradas en combate con -

tra los mustios, que andan todo el día preguntando:  «¿Y

e s t o  p a r a  q u é  s i r v e ? » .  P u e s  m i r a ,  l o  v a m o s  a  d e c i r  b i e n

c l a r i t o :  l o s  n ú m e r o s  f e l i c e s  
N O  S I R V E N  P A R A  N A D A

.  S a b e r

s i  u n  n ú m e r o  e s  f e l i z  o  n o  e s  t o t a l m e n t e  i m p r o d u c t i v o .

Es un pecado y de los gordos (si no sabes por qué, léete  

el capítulo «Pecado» de este mismo libro). ¿Y entonces

por qué nos interesa si un número es feliz? Y yo que sé,  

p u e s  p o r q u e  m o l a n ,  ¿ q u é  m á s  s e  n e c e s i t a ?  L a  p r i m e r a

persona que  llamó la atención sobre estos números fue

Reg Allenby
, aunque parece que el origen de esta noción

está en Rusia. Y pese a que los números felices no sirvan

para nada, son interesantes porque plantean preguntas,
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precisamente, interesantes. Por ejemplo: se ha demostra -

do que existen infinitos números felices, lo cual es muy

e s p e r a n z a d o r , ¿ n o ? E n e l A p o c a l i p s i s  M a t e m á t ic o c o n t a -

remos con un ejército infinito de números felices. Más aún,

¿hay números primos felices? Sí, lo hemos visto con el 23.

Esos se llaman «primos felices». ¿Existen números primos

no felices? Sí, ya lo hemos visto con el 73. Lo que no se

s a b e  e s  s i  h a y  i n f i n i t o s  p r i m o s  f e l i c e s ;  e s  u n a  p r e g u n t a

abierta, y todas las preguntas abiertas esconden tesoros en

su interior . T odo esto es en base 10, claro, porque en este

capítulo estamos todo el tiempo hablando en base 10. Pero

para los que os gustan los números binarios, os diré que

TODOS los númer os son f elices en binario
, por eso se dice

que la base 2 es una base feliz. La felicidad es universal  en

el mundo binario, queridos...

RETO 

 

Demostrar que, si un número es feliz, entonces cual -

quier número que se forme con las mismas cifras

pero cambiadas de lugar también será feliz (la feli -

cidad no depende de la postura, aunque he de decir

que el 96 no es fel iz, y por tan to el 69 tampo co).
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Anticapicúas

Los númer os capicúas molan
, y mucho, le gustan a todo

e l m u n d o p o r e s a s i m e t r í a q u e t i e n e n , y a q u i e n  n o l e

g u s t e n  a l g o  r a r o  l e  p a s a  y  s e  l o  t i e n e  q u e  h a c e r  m i r a r .

Entonces, ¿por qué hablar sobre números anticapicúas?

Y sobre todo, ¿qué son los números 
a n t i c a p i c ú a s ?

Pues

resulta que hay cosas bien curiosas cuando los números

huyen de ser capicúas. A los capicúas los conocemos todos.

Se los llama también «
númer os p alindrómicos

», pero mola

más «capicúa», en eso estarás conmigo. Además, la pala -

bra viene del catalán cap (cabeza) y cua (cola), algo así

como caraculo , pero en fino. A lo que íbamos: los capicúas

molan y hay mucha gente que los busca en las matrículas

d e l o s  c o c h e s ,  e n  l a l o t e r í a , e n  m i l c o s a s . E s  m u y f á c i l

construir un número capicúa, cualquiera puede conseguir

capicúas gratis.  Por ejemplo, poniendo tres treses seguidos

consigues el 333, que es capicúa, o con cualquier número,

como el 534, pues lo concatenas consigo mismo al revés

y  t i e n e s  e l  5 3 4  4 3 5 .  E s  d i v e r t i d o  c o n t a r  c a p i c ú a s ,  y  s e

pueden decir algunas cosas interesantes, como que la ma -

yoría son números compuestos (no primos); en concreto

Banks, Hart y Sakata probaron en 2004 que

P(x) ~ O

N ( x ) ln ln ln x

ln ln x

(
)

d o n d e  P ( x )  s o n  l o s  c a p i c ú a s  p r i m o s  m e n o r e s  q u e  x , y 

N ( x )  t o d o s  l o s  c a p i c ú a s  m e n o r e s  q u e  x .  O  s e a ,  q u e  e l
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n ú m e r o  d e  c a p i c ú a s  p r i m o s  m e n o r e s  q u e  x  e s  m á s  o

menos como el producto de los capicúas menores que x  

por el logaritmo del logaritmo del logaritmo de x divi -

dido entre el logaritmo del logaritmo de x .

V a l e ,  p e r o  v a m o s  a  d i v e r t i r n o s  u n  p o c o .  H a y  u n a

f o r m a  b a s t a n t e  e n t r e t e n i d a  d e  c o n s e g u i r  c a p i c ú a s  y  e s

p a r t i r d e u n n ú m e r o c u a l q u i e r a , s u m a r l e s u r e v e r s o ( o

s e a ,  e l  n ú m e r o  f o r m a d o  p o r  l a s  m i s m a s  c i f r a s  p e r o  e n

pos ic ión inversa)  y  as í  has ta  que  nos  sa lga  un capicúa.

V eamos un par de ejemplos. 

Empezamos con el 15. Le sumamos el 51 y nos da 66,

que es capicúa. Otro: cogemos el 87, le sumamos el 78 y

nos da el 165, que no es capicúa, así que repetimos la ope -

ración. Al 165 le sumamos el 561 y nos da el 726, y a este

l e sumamos el 627 y nos da 1353, que no es capicúa to -

davía, así que le sumamos el 3531 y nos  da 4884 que, por

fin, sí es capicúa. Partiendo del 87 hemos llegado al 4884

en cuatro iteraciones. Si quieres echarte unas risas empie -

za por el 89, vas a necesitar una calculadora potente.

TE DEJO AQUÍ UN HUECO P ARA QUE JUEGUES CON ESTO:
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P u e s  b i e n ,  c o m o  s o m o s  m a t e m á t i c o s  n o  p o d e m o s

dejar de hacernos preguntas. Y la pregunta que a uno le 

s u r g e  c a s i  i n m e d i a t a m e n t e  e s :  p a r t i e n d o  d e  c u a l q u i e r

número y realizando estas iteraciones de sumar el resul -

tado a su reverso ¿se llega siempre a un capicúa? ¿Em -

pecemos por donde empecemos?

Pues  agárrate  e l  ca lzón,  que  la  respuesta  es… «
NO SE

S A B E
»

.
¿ C ó m o ?  ¿ E n  s e r i o ?  V a m o s  a  v e r ,  p e r o  s i  e l  p r o -

c e s o  e s  s e n c i l l o . . .  A h ,  v a l e ,  c l a r o ,  h a y  i n f i n i t o s  n ú m e r o s

y no debe de ser nada fácil probarlo para todos. V aaale,

lo entiendo, puede ser que con algún número enorme de

m u c h a s  c i f r a s  n o  s e  s e p a  s i  s e  l l e g a  o  n o …  P u e s  s í ,  e s

verdad que hay números grandes de los que no sabemos

s i  l l e g a r e m o s  a  u n  c a p i c ú a  o  n o ,  p e r o  e s  q u e  l o  s o r p r e n -

dente del tema es que hay números bien pequeñitos para

l o s  q u e  n o  s a b e m o s  s i  l l e g a r e m o s  a l g u n a  v e z  a  u n  c a p i -

c ú a .  E l  m á s  f a m o s o  d e  t o d o s  e s  e l  1 9 6 .  F l i p a n t e ,  ¿ v e r -

d a d ?  P a r a  e l  1 9 6  n o  s e  s a b e  s i  e n  a l g ú n  m o m e n t o  d e l

p r o c e s o  s e  l l e g a r á  a  u n  c a p i c ú a .  Y  n o  e s  p o r q u e  n o  l o

h a y a n  i n t e n t a d o ,  i n c l u s o  c o n  o r d e n a d o r e s .  D e  m o m e n -

t o  s e  h a n  i d o  s i g u i e n d o  c i e n t o s  d e  i t e r a c i o n e s  h a s t a  l o -

g r a r  u n  n ú m e r o  d e  m á s  d e  m i l  m i l l o n e s  d e  d í g i t o s  y

t o d a v í a  n o  s e  h a  l l e g a d o  a  u n  c a p i c ú a .  S i  q u i e r e s i n t e n -

t a r l o  c o n  t u  p r o p i o  o r d e n a d o r ,  e n  e l  s i g u i e n t e  e n l a c e

encontrarás el programa p196_mpi de Romain Dolbeau,

q u e  s e  d e d i c a  a  e s t a  b ú s q u e d a :  < w w w . d o l b e a u . n a m e /

d o l b e a u / p 1 9 6 / p 1 9 6 . h t m l > .
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El 196 es el menor de los números que se resisten a

convertirse en capicúas. Estos anticapicúas tienen un nom -

bre, son los números L ychrel, y los más pequeños son 196,

295 y 394. No se sabe si hay un número finito o infinito

de ellos, o siquiera si existe alguno, porque nadie ha de -

m o s t r a d o  q u e  e m p e z a n d o  p o r  1 9 6  o  c u a l q u i e r a  d e  l o s

otros L ychrel no llegaremos algún día a un capicúa. Es,

d e  m o m e n t o , u n  p r o b l e m a  a b i e r t o .  P o r  c i e r t o ,  e l  n o m -

b r e de L ychrel lo inventó 
Wade V anLandingham

, y es un

anagrama del nombre de su novia, Cheryl. Y a veis, aun e n

los problemas abiertos de matemáticas hay sitio para el

amor . Menos mal que el Apocalipsis llegará pronto.

Númer os f avorit os

T e n e r u n n ú m e r o f a v o r i t o m e p a r e c e u n a t o n t e r í a t r e -

menda. Por cierto, el mío es el 3435. Mucha gente tiene 

un núm ero fav orito por ninguna  ra zón, porq ue sí, por que

e s  b o n i t o …  Y  u n a  b u e n a  p a r t e  d e  e s a  g e n t e  l o  q u e  t i e -

n e es una fecha favorita: porque es su cumpleaños, el día

en que nació su hijita o la edad a la que por fin termina -

ron su tesis doctoral en Matemáticas. Con el fin de que 

e l  A p o c a l i p s i s  n o  t e  p i l l e  s i n  a r g u m e n t o s ,  t e  v o y  a  d a r

unas indicaciones para elegir bien un número favorito. 

P a r a  e m p e z a r ,  p u e d e s  e s c o g e r  u n a  p a r e j a  d e  n ú m e r o s

a m i g o s  c o m o  n ú m e r o s  f a v o r i t o s ,  o  a l g ú n  n ú m e r o  p e r -

fecto o feliz.
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¿E xiste n núm eros fel ice s per fec tos? (Ahí tie nes u n

pequeño reto.)

P o d r í a s  e l e g i r  c o m o  n ú m e r o  f a -

vorito el menor número perfecto fe -

liz (algo que me parece encantador).

El caso es que tengas alguna buena

r a z ó n p a r a e s c o g e r t u s n ú m e r o s f a -

voritos y que no dé vergüenza decir -

la. Por supuesto, puedes cambiar de

número favorito cuando quieras, no hay por qué quedar -

se con el mismo toda la vida.

3435 

El 3435 es el  único número de Munchausen. Lo

que lo hace tan particular es que es el único con

el que, si elevamos cada cifra a sí misma y suma -

mos los resultados, obtenemos el mismo número,

es decir: 3

3

+ 4

4

+ 3

3

+ 5

5

= 3435. Es único si no

t e n e m o s  e n  c u e n t a  e l  1 ,  e s t á  c l a r o ,  p e r o  e l  1  e s

muy soso en este caso.

H a y  q u e d e c i r q u e e l 3 4 3 5 e s  u n n ú m e r o d e

Munchausen en base 10, y que otras bases tendrán
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otros números de Munchausen. Y a que estamos, 

te propongo un par de retos fáciles: ¿cuántos nú -

m e r o s  d e  M u n c h a u s e n  h a y  e n  b a s e  3 ,  c o n t a n d o

el  1?  ¿Y en base  4?  La respuesta  es  grac iosa  (un

poco, tampoco es para dar saltos).

S e g u r a m e n t e ,  
e l n ú m e r o f a v o r i t o m á s f a m o s o d e l m u n -

d o  e s  e l  7 3 .
E s  e l  f a v o r i t o  d e  S h e l d o n  C o o p e r ,  q u e  h a

d a d o  l u g a r  a  u n  t e o r e m a  m a t e m á t i c o .  E s  d e  l a s  p o c a s

v e c e s  ( p e r o  n o  l a  ú n i c a )  q u e  u n  c a p í t u l o  d e  u n a  s e r i e

d e  t e l e v i s i ó n  h a  o r i g i n a d o  u n  t e o r e m a  m a t e m á t i c o .  E n

u n o  d e  l o s  c a p í t u l o s  d e  T h e  B i g  B a n g  T h e o r y ,  S h e l d o n

d a  v a r i a s  p r o p i e d a d e s  d e l  n ú m e r o  7 3 ,  q u e  — h a y  q u e

a d m i t i r l o —  s o n  b a s t a n t e  f l i p a n t e s .  L o  q u e  m á s  l l a m a

l a a t e n c i ó n e s q u e e l 7 3 e s p r i m o , y e s e l p r i m o n ú m e r o

2 1  ( q u e  e s  7  p o r  3 )  y  q u e  a d e m á s  s i  l e  d a m o s  l a  v u e l t a

a l  7 3  o b t e n e m o s  e l  3 7 ,  q u e  t a m b i é n  e s  p r i m o ,  y  e s  e l

p r i m o  n ú m e r o  1 2 ,  q u e  e s  2 1  d a d o  l a  v u e l t a .  S o n  u n a s

p r o p i e d a d e s  s o r p r e n d e n t e s ,  s í ,  p e r o  ¿ a c a s o  e s  e l  ú n i c o

n ú m e r o  q u e  l a s  t i e n e ?  E s o  e s  l o  q u e  s e  p r e g u n t a r o n  l o s

m a t e m á t i c o s  B y r n e s ,  S p i c e r  y  T u r n q u i s t  e n  2 0 1 5  c u a n -

d o d e f i n i e r o n l a s d o s  p r o p i e d a d e s  d e  l o q u e e l l o s  l l a -

m a r o n  « n ú m e r o  p r i m o  d e  S h e l d o n » ,  y  q u e  s o n  l a s  s i -

g u i e n t e s :
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•
P r o p i e d a d  d e l  p r o d u c t o

: D e c i m o s q u e e l n - é s i m o

número pr imo t iene  la  propiedad de l  producto  s i

al multiplicar todas sus cifras el resultado da pre -

cisamente n . Por ejemplo, el 73 la cumple, ya que

es el primo número 21 y el producto de 7 por 3 es

precisamente 21.

•
P r o p i e d a d  e s p e j o

:  D e c i m o s  q u e  e l  r e v e r s o  d e  u n

n ú m e r o  e s  e l  n ú m e r o  q u e  o b t e n e m o s  c o n  s u s  c i -

f r a s  e n  o r d e n  i n v e r s o ;  p o r  e j e m p l o ,  e l  r e v e r s o  d e

1 2 3 4  e s  e l  4 3 2 1 .  D e c i m o s  q u e  e l  n - é s i m o  p r i m o

p

n

c u m p l e  l a  p r o p i e d a d  e s p e j o  s i  e l  r e v e r s o  d e  p

n

es primo y ocupa precisamente la posición reversa

d e  n .  P o o o r  e j e m p l o ,  e l  7 3  l o  c u m p l e ,  p o r q u e  s u

r e v e r s o  e s  e l  3 7 ,  q u e  e s  p r i m o ,  y  o c u p a  l a  p o s i -

c i ó n 12, que es la reversa de la 21, precisamente la

posición del 73.

B y r n e s ,  S p i c e r  y  T u r n q u i s t
s e  p r e g u n t a r o n  e n  2 0 1 5  s i

e l  7 3  e s  e l  ú n i c o  n ú m e r o  q u e  c u m p l e  e s t a s d o s  p r o p i e -

d a d e s .  Y  e n  2 0 1 9  P o m e r a n c e  y  S p i c e r  l o g r a r o n  d e m o s -

t r a r l o  y  l o  p u b l i c a r o n  e n  u n  a r t í c u l o  e n  l a  p r e s t i g i o s a

r e v i s t a  A m e r i c a n  M a t h e m a t i c a l  M o n t h l y .  E f e c t i v a m e n -

t e ,  e l  7 3  e s  e l  ú n i c o  n ú m e r o ,  d e  e n t r e  t o d o s  l o s  i n f i n i t o s

q u e  h a y ,  q u e  t i e n e  e s a s  p r o p i e d a d e s :  e s  t a n  ú n i c o  c o m o

d i c e  S h e l d o n .
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LA DEMOSTRACIÓN DE QUE EL 73 ES    

EL ÚNICO PRIMO DE SHELDON   

 

V ale, pero ¿cómo se demuestra algo así? ¿Cómo 

lograron 
P om e r a n c e

y 
S p i c e r

probar que de entre

todos los números primos solo el 73 cumple esas

dos propiedades, y que no puede haber ninguno 

de entre cientos o miles ¡o millones! de cifras que

t a m b i é n  l a s  c o m p a r t a ?  P u e s  a  b a s e  d e  u n  b u e n

manejo de las propiedades de los números primos

y una muy buena técnica de teoría de números. El

artículo en el que lo demuestran es buenísimo, pero

m u y t é c n i c o p a r a l a m a yo r í a d e l a g e n t e , a s í q ue

lo voy a contar un poquito.

Lo primero que hacen es demostrar que, si un 

p r i m o  p

n

t i e n e  l a  p r o p i e d a d  d e l  p r o d u c t o ,  p o r

fuerza debe ser menor a 10

45

. Para ello usan uno 

d e  l o s  t e o r e m a s  m á s  p o t e n t e s  y  h e r m o s o s  d e  l a

te orí a d e núm ero s: el te ore ma de los nú me ros pr i -

m o s ,  q u e  f u e  d e m o s t r a d o  p o r  
H a d a m a r d

y  
D e  l a

V allée P oussin
en 1896 y que dice que

lim



(



)

  

/ ln 





→



= 1,

d o n d e  



( x )  e s  e l  n ú m e r o  d e  p r i m o s  m e n o r e s  o

iguales a x . Este teorema nos informa sobre que
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el núm ero de p rimos m enores a x se va acercan do

a x /ln x cuando x va creciendo. V ale, Pomerance 

y Spicer usan esta herramienta (de una forma muy

chula) para comprobar que no hay primos con la 

propiedad del producto mayores que 10

45

. Bueno,

vale, es un avance, ya no hay que mirar infinitos 

p r i m o s  p a r a  e n c o n t r a r  o t r o  p r i m o  d e  S h e l d o n .

Pero aun así 10

45

es un número muy grande, hay 

que acotar distancias. Y eso es lo que hacen en el 

resto del artículo.

P a r a e m p e z a r , 7 3 n o e s e l ú n i c o p r i m o q u e

c u m p l e l a p r o p ie d a d d e l p r o d u c t o , t a m b i é n l a t i e -

n e n ,  p o r  e j e m p l o ,  e l  s é p t i m o  p r i m o  p

7

=  1 7  y  e l

p r i m o  n ú m e r o  1 8 1  4 4 0 ,  p

1 8 1  4 4 0

,  q u e  r e s u l t a  s e r

2 4 7 5  9 8 9 .  ¿ S o n  l o s  ú n i c o s ?  A q u í  P o m e r a n c e  y

S p i c e r  u s a n  e l  i n v e r s o  d e  l a  i n t e g r a l  l o g a r í t m i c a

para tratar de descartar otros primos con la pro -

piedad del producto, y aunque logran establecer  

a l g u n o s  l í m i t e s ,  n o  e s  t a r e a  f á c i l ,  d e  m o d o  q u e

toca explorar la propiedad espejo, ya que un pri -

mo de Sheldon ha de tener las dos.

Lo siguiente que hacen es demostrar que todo 

primo de Sheldon de más de diez cifras tiene que 

cumplir unas cuantas condiciones sí o sí, que van 

unidas al hecho de ser primo de Sheldon. Por ejem -

p l o ,  q u e  s u  p r i m e r a  c i f r a  s e a  1 ,  3 ,  7  o  9 ;  q u e  s u

índice n no tenga ningún  factor primo mayor de 7 ;
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y así hasta siete propiedades que nos van a ayudar

a  d e s c a r t a r  c a n d i d a t o s .  P a r a  d e m o s t r a r l a s ,  l o s

a u t o r e s  h a c e n  u s o  d e  m u c h o  c o n o c i m i e n t o  d e

l o s números primos y algunos resultados previos.

P u e s  b i e n ,  a c o n t i n u a c i ó n t r a t a n  d e e l i m i n a r

todos los candidatos a número primo de Sheldon 

hasta 10

45

. Y usan artillería pesada para establecer

c o t a s  m á s  b a j a s :  p r o p i e d a d e s  d e  l a  f u n c i ó n  d e

C h e b y s h e v  y  u n  e s t u d i o  m u y  f i n o  d e  l a  i n t e g r a l

logarítmica para ver cómo se separa el inverso de 

l a  i n t e g r a l  l o g a r í t m i c a  d e l  n - é s i m o  p r i m o .  U s a n

a r g u m e n t o s  d e  c á l c u l o ,  m é t o d o s  i t e r a t i v o s  e  i n -

cluso cálculos computacionales. Y todo eso para 

l l e g a r  a  l a  ú l t i m a  s e c c i ó n  d e l  a r t í c u l o ,  e n  l a  q u e

van a por todas.

Primero buscan entre todos los primos de me -

nos de diecinueve cifras, y haciendo uso de todas

l a s  p r o p i e d a d e s  q u e  h a n  d e s a r r o l l a d o  a  l o  l a r g o

d e l  a r t í c u l o  s e  q u e d a n  c o n  a l g o  m á s  d e  5 5  0 0 0

candidatos, de los cuales descartan alrededor de

7 0 0 0  q u e  s o n  d e  m e n o s  d e  d i e z  c i f r a s  ( y  a h í  y a

h a b í a n  v i s t o  q u e  s o l o  h a y  t r e s  c o n  l a  p r o p i e d a d

del producto). A continuación, usando las propie -

d a d e s q u e  h a n i d o  d e m o s t r a n d o ,  s e  q u e d a n c o n

unos 6000 candidatos, cifra que van reduciendo

hasta quedarse con 309. Y , finalmente, analizan

con cuidado sus dígitos para terminar descartán -
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dolos todos. Así que empezamos bien: no hay pri -

mos de Sheldon con menos de diecinueve cifras,

salvo el 73.

Por otro lado, para los primos de más de die -

cinueve cifras (y menos de cuarenta y cinco, por -

que de cuarenta y cinco o más ya han demostrado

q u e  n o  h a y )  d e  n u e v o  u s a n  l a s  p r o p i e d a d e s  q u e

han desarrollado para pasar de un millón y pico 

de candidatos a 112 000, después a 900 y de ahí 

a 336, que estudian hasta comprobar que ningu -

no de ellos es un primo de Sheldon, lo que por fin

demuestra el teorema.

E l  a r t í c u l o  e s  t o d o  u n  a l a r d e  d e  t é c n i c a  y  d e

c o n o c i m i e n t o  d e  l a s  h e r r a m i e n t a s  d e  l a  t e o r í a

d e  n ú m e r o s .  Y ,  a d e m á s ,  u n  b u e n  e j e m p l o  d e  u n

c i e r t o  t i p o d e d e m o s t r a c i o n e s  e n  m a t e m á t i c a s :

estudiar propiedades asociadas a lo que estamos 

buscando, y tratar de eliminar candidatos poco a 

poco. Finalmente,  a veces hay que usar un orde -

nador para eliminar algunos candidatos rebeldes 

que la teoría no consigue dominar .

¿Cuánt os primos hay?

D é j a m e  t e r m i n a r  c o n  u n a  p r e g u n t a  c u y a  r e s p u e s t a  p a -

r e c e  o b v i a  p e r o  q u e ,  c o m o  t o d o  e n  m a t e m á t i c a s ,  n e c e -

s i t a  u n a  d e m o s t r a c i ó n .  ¿ C u á n t o s  n ú m e r o s  p r i m o s  h a y ?
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L a  r e s p u e s t a  e s ,  p o r  s u p u e s t o ,  q u e  
e x i s t e n  i n f i n i t o s

n ú m e r o s  p r i m o s
.  P e r o  ¿ p o r  q u é ?  ¿ Y  d e s d e  c u á n d o  s e

s a b e  e s o ?

L a p r i m e r a d e m o s t r a c i ó n d e l a i n f i n i t u d d e l o s n ú -

meros primos aparece en Los elementos , de Euclides, del

siglo 

iii

a. C. Es decir , tiene unos dos mil trescientos años

y forma parte del patrimonio cultural de la humanidad 

tanto como el Partenón o el T aj Mahal. T odo el mundo 

debería, al menos una vez en la vida, tener contacto con 

Los elementos y en concreto con la demostración de la 

infinitud de los números primos. Esta obra es el testimo -

n i o  d e  l a  p r i m e r a  v e z  e n  l a  h i s t o r i a  q u e  s e  p e n s a b a  e n

matemáticas de una forma metódica y general, la prime -

r a  v e z  q u e  s e  c o n s i d e r a b a n  l a s  c u e s t i o n e s  m a t e m á t i c a s

c o n  á n i m o  d e  d e m o s t r a r ,  d e  e s t a b l e c e r  r e s u l t a d o s  b i e n

fundados y permanentes, el verdadero nacimiento de lo 

que hoy en día consideramos matemáticas , y que ha mar -

cado la  h i s tor ia  de  la  humanidad para  s iempre .  Parece

una mera curiosidad para expertos, pero sus consecuen -

cias llegan tan lejos que es difícil pensar en una obra más

influyente en la cultura global que Los elementos .

La demostr ación de Euclides es sencilla
y de verdad 

merece la pena que la sigas al menos una vez en la vida. 

Se  trata de una pieza clave de nuestra historia (si nece -

sitas papel y boli para ir siguiendo la demostración, úsa -

los con tranquilidad, yo lo hago siempre).
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T e o r e m a  d e  E u c l i d e s :  
E x i s t e n i n f i n i t o s n ú m e r o s

primos.

Demostr ación:

Supongamos que el conjunto de números primos 

t i e n e  u n  n ú m e r o  f i n i t o  d e  e l e m e n t o s ,  p o n g a m o s

n elementos. Los llamaremos p

1

, …, p

n

.

Ahora multiplicamos todos esos números pri -

mos (a ese producto lo llamamos P ) y añadimos 1

al resultado. Al número que obtenemos lo llama -

mos Q .

Es decir ,  Q = P + 1 = p

1

· … · p

n

+ 1.

L o  p r i m e r o  q u e  h a y  q u e  o b s e r v a r  e s  q u e  Q  

e s d i s t i n t o  a  p

1

,  e s  d i s t i n t o  a  p

2

,  …  e s  d i s t i n t o  a

p

n

, distinto a todos. Eso está claro, ¿no?

Bien, llegados a este punto pueden pasar dos

cosas: o bien Q es primo o no lo es.

Si Q es primo, entonces resulta que el conjunto

de los números primos tiene al menos un elemento

m á s  d e  l o  q u e  c r e í a m o s ,  y  s i  a ñ a d i m o s  Q a  e s e

c o n j u n t o  p o d e m o s  r e p e t i r  e l  m i s m o  a r g u m e n t o

si empr e, o sea , qu e lle gam os a la c oncl usió n de que

e l  c o n j u n t o d e l o s n ú m e r o s p r i m o s n o  e s f i n i t o .

P e r o  ¿ y  s i  Q n o  e s  p r i m o ?  E n t o n c e s  t e n e m o s

q u e  e x i s t e  a l g ú n  n ú m e r o  p r i m o  q u e  d i v i d e  a  Q  

( y a  q u e  n o  e s  p r i m o ,  t i e n e  d i v i s o r e s  p r i m o s ) .  V a -
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mos a llamar p a ese presunto factor primo de Q . 

C o m o  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  p r i m o s  q u e  t e n e m o s

s o n  p

1

,  … ,  p

n

,  e n t o n c e s  p e s  u n o  d e  e l l o s .  Y  p o r

t a n t o  p d i v i d e  a  P .  C u a n d o  u n  n ú m e r o  d i v i d e  a

otros dos entonces también divide a su diferencia 

( e s  u n a  p r o p i e d a d  b á s i c a ) ;  e s  d e c i r ,  q u e  p d i v i d e

a  Q  −  P ,  p e r o  Q −  P e s  1 ,  l u e g o  p d i v i d e  a  1  y  e s o

n o  p u e d e  s e r  ( e s t a m o s  h a b l a n d o  d e  n ú m e r o s  n a -

t u r a l e s ) .  D e  m o d o  q u e  p n o  e s  n i n g u n o  d e  l o s

n ú m e r o s  p

1

,  … ,  p

n

.  C o n  l o  q u e  d e  n u e v o  h e m o s

e n c o n t r a d o  u n  n ú m e r o  p r i m o  q u e  n o  e s t a b a  e n

l a  l i s t a .  Y  s i  l o  a ñ a d i m o s ,  p o d r e m o s  u s a r  d e  n u e -

v o e s e a r g u m e n t o s i e m p r e , c o n l o q u e d e n u e v o

l l e g a m o s a  l a  c o n c l u s i ó n  d e q u e  l a  l i s t a d e l o s

n ú m e r o s  p r i m o s  n o  p u e d e  s e r  f i n i t a .  Q E D

1

1 . « Q E D »  s e p o n e a l  f i n a l  d e l a s  d e m o s t r a c i o n e s m a t e m á t i c a s  y

s i g n i fi c a Q u o d E r a t D e m o s t r a n du m : « C om o q u e r í a m o s d em o st ra r » .
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22

T ronos, dominaciones, potes tadesT ronos, dominaciones, potes tades

Junto con el Apocalipsis viene el juicio y el dominio. Los

pecadores irán todos al despelleje vivo y a las calderas, 

después de que el mundo sucio y seboso de la lujuria y 

l a  g l o t o n e r í a  h a y a  s i d o  a r r a s a d o  p o r  l o s  d r a g o n e s ,  e l

f u e g o y  l a l a v a ; l o s  j u s t o s ,  p o r  s u  p a r t e ,  e j e r c e r á n u n

reinado de felicidad y paz eternas. ¡Ole!

P a r a  l o s  m a t e m á t i c o s ( y  p a r a  e l  m u n d o  e n  g e n e r a l ) ,

l o  m á s  p a r e c i d o  a  e s e  r e i n a d o  s e r í a  q u e  n o s  d e j a s e n

g o b e r n a r  t o d o  e l  o r b e ,  q u e  n o s  o t o r g a s e n  u n  p o d e r

o m n í m o d o  d e s d e  y a .  S o m o s  g e n t e  m a j a  q u e  n o  d a  p r o -

b l e m a s  ( g u i ñ o - g u i ñ o )  y  q u e  s a b e  a n a l i z a r  l a s  c o s a s ,

p r o p o n e r  s o l u c i o n e s  y  p l a n i f i c a r ;  t e n e m o s  c a p a c i d a d

d e  t r a b a j o ,  r a c i o n a l i d a d  y  r i g o r ,  y  s o m o s  g e n t e  s a c r i f i -

c a d a  y  c o n  v i s i ó n .  U n a s  a u t é n t i c a s  j o y i t a s .  P e r o  p o r

a l g u n a r a z ó n  m e  p a r e c e  a  m í  q u e  e s e  p r e c i o s o  m o m e n -

t o  q u e d a  l e j o s ,  q u e  m u c h a  g e n t e  n o  e s t á  c o n v e n c i d a  d e l

t o d o  d e  c e d e r n o s  e l  p o d e r .  ¡ C o b a r d e s !  E s  c i e r t o  q u e

c a d a  v e z  h a y  m á s  m a t e m á t i c o s  e n  p u e s t o s  d e  r e s p o n -

s a b i l i d a d ,  t a n t o  e n  l a s  e m p r e s a s  c o m o  e n  l a s  i n s t i t u c i o -

n e s  y  e n  l a  s o c i e d a d  e n  g e n e r a l ;  q u e  e n  m u c h o s  l u g a r e s

l a s  m a t e m á t i c a s  e s t á n  d e  m o d a  y  q u e  h a y  m a t e m á t i c o s
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q u e  t r a b a j a n  e n  l u g a r e s  q u e  j a m á s  s o s p e c h a r í a s ,  d e s d e

a e r o p u e r t o s  h a s t a  c l u b e s  d e  f ú t b o l .  P e r o  e l  c a s o  e s  q u e

e l  g o b i e r n o  t o t a l  y  a b s o l u t o  a ú n  n o  l l e g a :  q u e  s i  l a  d e -

m o c r a c i a ,  q u e  s i  a l g u n o s  p a í s e s  y a  t i e n e n  s u s  r e y e s  o

reinas, que si también hay gente muy preparada en otras

á r e a s …  T o d o  e s o  e s t á  r e t r a s a n d o  e l  m o m e n t o  s o ñ a d o

e n  e l  q u e  
l o s  m a t e m á t i c o s  n o s  h a g a m o s  c o n  e l  d o m i n i o

g l o b a l
.

N o  i m p o r t a :  t e n e m o s  u n  p l a n  B  y  l o  e s t a m o s  p o -

n i e n d o e n  m a r c h a . C o n t a m o s c o n u n a s  a l i a d a s q u e

n a d i e m á s p o s e e y q u e , e n l a s o m b r a y d e s d e h a c e t i e m -

p o ,  v i e n e n  e j e r c i e n d o  s u  s o b e r a n í a  s o b r e  e l  m u n d o :  l a s

m a t e m á t i c a s  e s t á n  d e  n u e s t r o  l a d o ,  y  s e  e x t i e n d e n  p o r

t a n t í s i m o s l u g a r e s q u e e s d i f í c i l e n c o n t r a r a l g ú n á m b i -

t o  d e  l a  n a t u r a l e z a  o  d e  l a  a c t i v i d a d  h u m a n a  q u e  n o

e s t é  g o b e r n a d o  p o r  e l l a s .  H a b r í a  q u e  b u s c a r  m u c h o

p a r a  h a l l a r  a l g ú n  a s p e c t o  d e  n u e s t r a v i d a  o  a l g ú n  s e c -

t o r  d e  l a  s o c i e d a d  e n  e l  q u e  l a s  m a t e m á t i c a s  n o  e s t é n

p r e s e n t e s .  Y ,  p u e s t o s  a  b u s c a r ,  u n a  b u e n a  i d e a  e s  e m -

p e z a r  p o r  G o o g l e .

Google: las matemáticas  

de encontr ar lo más relevante

A  p a r t i r  d e  1 9 9 8 ,  u n  b u s c a d o r  h a s t a  e n t o n c e s  p r á c t i c a -

m e n t e  d e s c o n o c i d o  c o m e n z ó  a  h a c e r s e  p o p u l a r  e n  e l

a d v e n i m i e n t o  m a s i v o  d e  i n t e r n e t .  Q u i e n e s  a s i s t i m o s  a

l a  e x p a n s i ó n  u n i v e r s a l  d e  l a  r e d  d e  r e d e s  r e c o r d a m o s



– 173 –



 
               
  

q u e a f i n a l e s  d e l o s n o v e n t a  h a b í a

varios buscadores: 
Alt avist a, Y ahoo,

Lycos…
(si tú también lo recuerdas,

e s  q u e  e r e s  t a n  v i e j o  c o m o  l o s  v i -

d e o c l u b s ) .  N o  o b s t a n t e ,  c o n  e l  c o -

m i e n z o  d e l  n u e v o  s i g l o  e s e  b u s c a -

d o r s e  a l z ó c o n l a h e g e m o n í a  d e l a s

b ú s q u e d a s  y  h o y  p a r e c e  s e r  q u e  e s

e l ú n i c o  q u e e x i s t e .  S í ,  s é q u e s a b e s a c u á l m e r e f i e r o :

e l  o m n i p o t e n t e  G o o g l e .  E l  é x i t o  d e  G o o g l e  f u e  a l g o

i m p r e v i s i b l e  y  s i n  p r e c e d e n t e s  y  s e  d e b e  a  u n  p e q u e ñ o

a l g o r i t m o m a t e m á t i c o , u n a f o r m a  b a s t a n t e  s i m p l e  p e r o

a u n  a s í  e f e c t i v a  d e  e n c o n t r a r  i n f o r m a c i ó n  r e l e v a n t e  e n

l a  r e d .

Internet y la WWW

Aunque no se pueda considerar estrictamente un

c a m p o  d e  l a s  m a t e m á t i c a s ,  q u i e r o  a c l a r a r  a q u í

u n a c o n f u s i ó n q u e s e p r o d u c e c o n m u c h a f r e c u e n -

c i a :  
i n t e r n e t  y  l a  W W W  ( l a s  s i g l a s  d e  l a  W o r l d

Wide Web) no son lo mismo
. Y lo peor es que, por

lo general, cuando nos referimos coloquialmente

a  « i n t e r n e t » ,  d e  l o  q u e  e s t a m o s  h a b l a n d o  r e a l -

mente es de la W orld W ide W eb. Me explico. In -

ternet es una forma de conectar entre sí diferentes
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r e d e s  d e  o r d e n a d o r e s :  m á q u i n a s ,  c a b l e s ,  o t r o s

componentes electrónicos y , sobre todo, unos pro -

tocolos de comunicación para que todas esas má -

q u i n a s  p u e d a n  « e n t e n d e r s e »  e n t r e  s í .  S i  n o  h a s

oído hablar  nunca de  esos  protocolos ,  busca  in -

formación sobre la «pila de protocolos TCP/IP».

Esta red de redes se inició en la década de 1960,

y ha crecido sin parar .

P o r  o t r o  l a d o ,  l a  
W o r l d  W i d e  W e b

e s  u n  c o n -

j u n t o  d e  d o c u m e n t o s  e n l a z a d o s  e n t r e  s í  q u e  s e

d i s t r i b u y e n a t r a v é s d e i n t e r n e t . O s e a , l a s p á g i n a s

web y todos los documentos, fotos, vídeos, emo -

j i s  y  d e m á s  f o r m a n  l a  W o r l d  W i d e  W e b ,  l o  q u e

p a s a  e s  q u e  s e  d i s t r i b u y e n  a  t r a v é s  d e  l a  r e d  d e

r e d e s ,  q u e ,  c o m o  y a  h e  d i c h o ,  s e  l l a m a  i n t e r n e t .

Y de ahí la confusión. Aclarado el asunto, volva -

mos a lo nuestro: las mates.

Regresemos a los noventa y simplifiquemos las cosas

p a r a  e n t e n d e r l a s  u n  p o c o  m e j o r .  Q u i e r o  b u s c a r  a l g u n a

p á g i n a  s o b r e  e l  A p o c a l i p s i s  e n  i n t e r n e t  ( b u e n o ,  m á s

b i e n  e n  l a  W o r l d  W i d e  W e b ,  y a  s a b e s ) ,  q u e  a n t e s  e r a

u n a  c o s a  l e n t a  q u e  i b a  p o r  e l  c a b l e  d e l  t e l é f o n o  y  e m i t í a

r u i d i t o s .  L o  q u e  h a c í a n  l o s  b u s c a d o r e s  d e  l a  é p o c a  e r a

r e c o r r e r  e l  c o n j u n t o  d e  p á g i n a s  w e b ,  b u s c a r  l a  p a l a b r a

« a p o c a l i p s i s »  y  m o s t r a r  l a s  p á g i n a s  o r d e n a d a s  s e g ú n
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e l  n ú m e r o  d e  a p a r i c i o n e s  d e l  t é r m i n o  e n  c a d a  p á g i n a .

S i  la  pa labra  aparece  muchas  veces ,  seguramente  es  que

l a  p á g i n a  v a  d e  e s o ,  ¿ n o ?  P u e s  y a  e s t á .  E l  p r o b l e m a  e s

q u e  e s o n o  e s  d i f í c i l  d e  h a c k e a r :  s i  q u e r í a  q u e  m i  p á g i -

n a  a p a r e c i e s e l a p r i m e r a e n l a s b ú s q u e d a s s o b r e ,  p o r

e j e m p l o ,  « a p o c a l i p s i s » ,  l o  ú n i c o  q u e  d e b í a  h a c e r  e r a

escribir una página donde la palabra «apocalipsis» apa -

r e c i e r a  m i l e s  o  d e c e n a s  d e  m i l e s  d e  v e c e s ,  c o n  l o  q u e

t e n d r í a  u n a  p á g i n a  e f e c t i v a  p a r a  l a s  b ú s q u e d a s  p e r o

t o t a l m e n t e  i n ú t i l .  N o  e r a  d e m a s i a d o  c o m p l i c a d o  p r o -

t e g e r s e  d e  e s t a  t r a m p a ,  p e r o  s í  q u e  r e s u l t a b a  c o s t o s o  y

a d e m á s  n o  s e  a c a b a b a n  d e  d i s t i n g u i r  l a s  p á g i n a s  r e l e -

v a n t e s  ( q u e  s o n  l a s  q u e  i n t e r e s a n  d e  v e r d a d )  d e  l a s  q u e

n o  l o  e r a n .

¿ Y  c ó m o  s a b e r  q u é  p á g i n a s  d e  i n t e r n e t  s o n  l a s  m á s

re levantes?  Pues  se  lo  preguntamos a  internet .  Suena  a

t r a m p a ,  a  a r g u m e n t o  c i r c u l a r ,  p e r o  e s  e x a c t a m e n t e  l o

que hicieron 
Lar ry P age y Se rgey Br in 

a finales de los

n o v e n t a m e d i a n t e e l a l g o r i t m o P a g e R a n k , q u e d e t e c t a

las páginas relevantes definiéndolas del siguiente modo: 

una página es relevante si es enlazada desde muchas pá -

ginas relevantes. ¡Lo que te decía! ¡Un argumento circu -

l a r !  ¡ E s o  e s  i m p o s i b l e  q u e  f u n c i o n e !  P e r o  ¿ s a b e s  q u é ?

Que funciona. Mira cómo:

S u p o n g a m o s  q u e  t e n e m o s  u n a  r e d  c o m o  e s t a ,  p e -

q u e ñ i t a :
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1 3

2 4

N u e s t r a  r e d  t i e n e  c u a t r o  p á g i n a s :  l a  1  e n l a z a  a  l a  2 ,  a

l a  3  y  a  l a  4 .  L a  2  e n l a z a  a  l a  3  y  a  l a  4 .  L a  3  e n l a z a  a  

l a 1 . Y l a 4 e n l a z a a l a 1 y a l a 3 . E l a l g o r i t m o P a g e

R a n k  f u n c i o n a  d e l  s i g u i e n t e  m o d o :  s u p o n g a m o s  q u e

a s i g n a m o s  a  c a d a  p á g i n a  u n a  c a n t i d a d  d e  « r e l e v a n c i a »

p a r a  e m p e z a r  y  l o  q u e  h a c e  e l  a l g o r i t m o  e s  r e p a r t i r l a

e n t r e  l a s  p á g i n a s  a  l a s  q u e  e n l a z a ,  p o r  p a r t e s  i g u a l e s .

S i  s u p o n e m o s  q u e  l a  c a n t i d a d  d e « r e l e v a n c i a »  d e  c a d a

p á g i n a  a l  p r i n c i p i o  e s  1  ( i g u a l  p a r a  t o d a s  p o r q u e  a l

p r i n c i p i o s o n t o d a s i g u a l d e i r r e l e v a n t e s ) , e l r e p a r t o

s e r á  a l g o  a s í :

1 3

2 4

1

¹

_

₂

¹

_

₂

¹

_

₂

¹

_

₂

¹

_

₃

¹

_

₃

¹

_

₃
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¿Veis?
La página 1 enlaza a tres páginas: la 2, la 3 y la 4, 

y a cada una le entrega un tercio de su importancia, de 

su relevancia. La página 2 solo enlaza a la 3 y a la 4, y 

les entrega la mitad de su importancia a cada una. Y así 

hacemos con las páginas 3 y 4. T ras esta entrega de re -

levancia, la situación queda así:

La página 1 tiene ³⁄₂.

La página 2 tiene
 ⅓ .

La página 3 tiene
 ⁴⁄₃.

Y la página 4 tiene
 ⅚ .

V e s  q u e  l a  c a n t i d a d  t o t a l  d e  i m p o r t a n c i a  d e l  c o n -

j u n t o  d e  p á g i n a s  p e r m a n e c e  c o n s t a n t e ,  ¿ n o ?  ( E l  t o t a l

e s  4  c o m o  a l  p r i n c i p i o . )  A h o r a  r e p e t i m o s  e l  p r o c e s o .

C a d a  p á g i n a  r e p a r t i r á  a  p a r t e s  i g u a l e s  s u  
N U E V A

c a n t i -

d a d  d e  r e l e v a n c i a  e n t r e  l a s  p á g i n a s  a  l a s  q u e  e n l a z a .  S i

r e p e t i m o s  e s t a  o p e r a c i ó n  u n a  y  o t r a  v e z ,  e l  r e s u l t a d o

a c a b a  e s t a b i l i z á n d o s e ,  y  e s e  r e s u l t a d o  e n  e l  l í m i t e  e s  e l

r e p a r t o  d e  r e l e v a n c i a  q u e  a s i g n a  e l  a l g o r i t m o  a  c a d a

p á g i n a .

Esto de iterar e iterar el proceso hasta que se estabi -

lice se puede hacer matemáticamente de varias formas. 

T e cuento una más bien sencillita, que por supuesto no 

es la que está implementada en Google, porque compu -

tacionalmente no es muy eficiente, pero se entiende muy

b i e n y e s e q u i v a l e n t e . V a m o s a u s a r v a r i a b l e s p a r a l a



– 197 –



 
              

importancia de cada página, y ecuaciones para resolver 

este tema del reparto de relevancia. A la importancia de 

l a  p á g i n a  1  l a  l l a m a m o s  x

1

,  y  e s  e l  r e s u l t a d o  d e  s u m a r

l a s  q u e  r e c i b e ,  o  s e a ,  l a  d e  l a  p á g i n a  3  e n t e r a ,  l l a m a d a

x

3

, y la mitad de la de la página 4, es decir , ½ x

4

. Con lo 

que queda la ecuación x

1

= x

3

+ ½ x

4

.

Siguiendo los mismos pasos, obtendremos las ecua -

ciones de las otras tres páginas. Y con todas las ecuacio -

nes se podrá crear el sistema que te presento a continua -

c i ó n .  É c h a l e  u n  o j o  d e s p a c i o  a l  g r á f i c o  d e  a n t e s  y

c o m p r u e b a  l a s  e c u a c i o n e s .  A q u í  n o  v a l e  t e n e r  p e r e z a ,

que eso es un pecado tremendísimo:

x

1

= x

3

+ ½ x

4

x

2

= ⅓  x

1

x

3

= ⅓  x

1

+ ½ x

2

+ ½ x

4

x

4

= ⅓  x

1

+ ½ x

2

V ale, pues un sistema de ecuaciones lineales lo sabemos 

resolver desde hace siglos. Podemos usar matrices y todo

eso que controlas tan bien si has pasado por la secunda -

ria, y obtenemos la solución:

x

1

= ⁴⁸⁄₃₁

x

2

= ¹⁶⁄₃₁

x

3

= ³ ⁶⁄₃₁

x

4

= ² ⁴⁄₃₁
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He tomado la solución que hace que todo sume 4, como

a l  p r i n c i p i o .  Y  s i  t e  d a s  c u e n t a ,  h a y  s o r p r e s a s :  l a  p á g i -

n a  m á s  r e l e v a n t e  e s  l a  1 ,  p e r o  m i r a n d o  e l  d i b u j o  n o

p a r e c í a  q u e  f u e r a  a  s e r  a s í .  S i  t e  f i j a s ,  l a  p á g i n a  1  s o l o

e s  e n l a z a d a  p o r  d o s  p á g i n a s ,  p e r o  e s  q u e  e s a s  d o s  p á -

g i n a s  s o n  m u y  r e l e v a n t e s ,  a s í  q u e  e s a  p á g i n a  1  s e g u r a -

m e n t e  s e r á  b u e n a ,  y  a s í  l o  r e v e l a  e l  a l g o r i t m o .  E s o  e s

l o  q u e  s i g n i f i c a  q u e  l a  p á g i n a  m á s  r e l e v a n t e  e s  l a  q u e

e s  e n l a z a d a  p o r  m á s  p á g i n a s  r e l e v a n t e s .  L o  q u e  p a r e c í a

u n  a r g u m e n t o  c i r c u l a r  r e s u l t a  q u e  e s  l a  b a s e  d e l  f u n -

c i o n a m i e n t o d e l m o t o r d e b ú s q u e d a m á s p o t e n t e d e

internet y una de las empresas más influyentes del mun -

d o .  
E l  a l g o r i t m o  d e  G o o g l e

s e  c o m p l e t a  c o n  i n g r e d i e n -

t e s  c o m o  l o s  d a t o s  d e  t u  h i s t o r i a l  d e  b ú s q u e d a  y  o t r a s

c o s a s  a d e m á s  d e  P a g e  R a n k .  P o r  s u p u e s t o  q u e  l o s  c á l -

c u l o s r e a l e s n o s e h a c e n t a l y c o m o t e h e c o n t a d o a q u í .

S e  u s a n  m a t e m á t i c a s  u n  p o c o  m á s  p o t e n t e s  q u e  p e r m i -

t e n  o b t e n e r  l a s  s o l u c i o n e s  d e l a s  e c u a c i o n e s q u e  h e m o s

v i s t o  a r r i b a  c u a n d o  e l  n ú m e r o  d e  p á g i n a s  e s …  d e  m i l e s

d e  m i l l o n e s .  E s  u n  t i p o  d e  m a t e m á t i c a s  m u y  i n t e r e s a n -

t e  y  c o n  m u c h o s  u s o s :  a  m e n u d o  s e  d e s a r r o l l a n  m a t e -

m á t i c a s  q u e  p e r m i t e n  l l e v a r  a  l a  p r á c t i c a  b u e n o s  c o n -

ceptos teóricos aplicados a grandes cantidades de datos.

S o n  l a s  m a t e m á t i c a s  c o m p u t a c i o n a l e s ,  m u y  c h u l a s  y

m u y  i m p o r t a n t e s ,  p e r o  q u i z á  a l g o  l i o s a s  d e  e x p l i c a r

a q u í .  O t r o  d í a  y a  s i  e s o .
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Las redes de las matemáticas  

se extienden por t odas p artes

Si un día llega el Apocalipsis Matemático (ojalá que sea 

p r o n t o )  y  s i  e s e  d í a  y o  t u v i e r a  e l  m a n d o  d e  a l g u n a s  d e

las hordas de matemáticas que sacudirán el mundo para

hacer de él un lugar mejor , lo que haría sin duda es llenar

el universo de teoría de grafos .

La teoría de gr af os es algo así como la teoría mate -

mática de las redes
(aunque es mucho más), y una parte

de las matemáticas que me 
ENCANT A

, hermosa y útil. Se 

aplica en cientos de ámbitos, tiene una teoría muy bonita

y además no es nada difícil entrar en ella. Si yo fuera mi -

nistro de algo, la metería en todas las escuelas. En serio.

V amos a hacer un cursillo rápido de teoría de grafos 

en su versión más sencilla. Un grafo consta de unos cuan -

tos puntos que representan entidades.  Lo que sea. Pueden

ser ciudades, personas, palabras, ideas, autores de libros,

j u g a d o r e s d e  u n e q u i p o d e f ú t b o l . L i t e r a l m e n t e l o q u e

sea. Esto te da idea del poder de esta teoría. A esos pun -

tos los llamamos «vértices» o «nodos».
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El segundo ingrediente de un grafo son las relaciones

entre los puntos, entre las entidades. Estas relaciones las

dibujamos como líneas que unen dos puntos si están rela -

cionados entre sí. Por ejemplo, dos ciudades están relacio -

nadas si existe una carretera entre ellas, o dos autores si

han e scrito algún lib ro junto s, o dos p ersonas si son amigos

en alguna red social. A estas líneas que muestran las  re -

laciones las llamamos «
lados

» , «
arist as

» o «
conexiones

».

Con esto tenemos todo lo necesario para empezar a

trabajar . Por ejemplo, contemos el número de relaciones

que tiene cada entidad, o sea, el número de conexiones

de cada nodo del grafo. A ese número lo vamos a llamar

«grado del nodo». Fíjate en el dibujo que nos está sirvien -

do de ejemplo. Hay dos nodos que tienen grado tres, ¿los

ves? Hay  dos de grado dos, dos de grado uno y uno de

grado cero. El estudio del grado de los nodos de un grafo

es importante para muchísimas cosas. T e voy a poner un

ejemplo sencillo que me encanta. ¿Has jugado alguna vez

a la movida esa de dibujar una figura sin levantar el lápiz

del papel y sin pasar dos veces por el mismo sitio? No es
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la última locura en juegos, pero está guay . Mira, te dejo

aquí dos ejemplos para que practiques un rato. Pero solo

un rato, ¿eh?, que hay que seguir leyendo.

Si has estado intentándolo un tiempo razonable, se -

guramente el primer dibujo te ha salido y el segundo no:

es imposible. Y la explicación la encontramos en la teo -

ría de grafos, que soluciona todos estos dibujos y te va 

a permitir diseñar los tuyos propios, posibles e imposi -

bles. La clave está en el concepto de grado de un nodo. 

Así de sencillo. Fíjate una vez más en los dibujos: consi -

deremos que cada esquina adonde llegan líneas son no -

d o s  y  l a s  l í n e a s  s o n  c o n e x i o n e s .  ¿ P u e d e s  i d e n t i f i c a r  e l

g r a d o  d e  c a d a  n o d o ?  E n  e l  p r i m e r  d i b u j o  t e n e m o s  d o s

nodos de grado dos y cinco nodos de grado cuatro, ¿los 

ves? Y en el otro dibujo tenemos cuatro nodos de grado 

dos  y  cuatro  de  grado t res .  Pues  a tenc ión,  que  v iene  la

regla infalible:
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•  S i  e n  e l  d i b u j o  t o d a s  l a s  e s q u i n a s  ( o  s e a ,  n o d o s )

tienen grado P AR, entonces el dibujo se puede ha -

cer siguiendo las reglas de no levantar el lápiz del 

papel y no pasar dos veces por el mismo sitio.

•  Si hay un solo nodo de grado IMP AR, entonces el 

d i b u j o  s e  p u e d e  h a c e r ,  p e r o  h a y  q u e  e m p e z a r  o

terminar por ese nodo de grado impar .

•  S i  h a y  e x a c t a m e n t e  d o s  n o d o s  d e  g r a d o  I M P A R ,

e n t o n c e s  e l  d i b u j o  t a m b i é n  s e  p u e d e  h a c e r ,  p e r o

h a y q u e e m p e z a r p o r u n o d e e s o s d o s n o d o s y a c a -

bar en el otro.

•  Si hay más de dos nodos de grado IMP AR, enton -

c e s  e l  d i b u j o  e s  i m p o s i b l e  d e  h a c e r  s i g u i e n d o  l a s

reglas, te pongas como te pongas.

A s í  q u e a h o r a  s a b e s p o r  q u é e l  p r i m e r d i b u j o s í s e

p o d í a  h a c e r  y  e l  o t r o  n o .  E n  l a  s i g u i e n t e  p á g i n a  t e  d e j o

u n  c u a d r o  e n  b l a n c o  p a r a  q u e  p u e d a s  i n v e n t a r t e  a l g ú n

d i b u j i t o  d e  e s t o s ,  y  t ú  e l i g e s  s i  q u i e r e s  h a c e r l o  p o s i b l e

o i m p o s i b l e . C o n s e j o : h a z a l g u n o i m p o s i b l e ( m e j o r s i

t i e n e  p i n t a  d e  s e n c i l l o ,  c o m o  e l  q u e  t e  h e  p u e s t o )  y  d á -

s e l o  a  c u a l q u i e r  c u a d r i l l i t a  d e  n i ñ o s  q u e  t e n g a s  c e r c a

para que jueguen. Promételes algún premio si consiguen

r e s o l v e r l o , y d i s f r u t a . A p r e n d e r a g e s t i o n a r l a f r u s t r a -

c i ó n  e s  b u e n o  (
¡ j u a s !

) .
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P o d e m o s  a v e r i g u a r  m u c h a s  c o s a s  i n v e s t i g a n d o  p r o -

p i e d a d e s  d e  l o s  n o d o s  d e  u n  g r a f o .  P o d e m o s  h a b l a r  d e

p o p u l a r i d a d  d e  u n  n o d o  b a s á n d o n o s  e n  s u  n ú m e r o  d e

c o n e x i o n e s , p o r e j e m p l o , p e r o e x i s t e n m u c h a s o t r a s

m e d i d a s  p a r a  p o d e r l o s  e s t u d i a r ,  a l g u n a s  d e  l a s  c u a l e s

s e  l l a m a n  «
m e d i d a s  d e  c e n t r a l i d a d

» .  T r a t a n  d e  m e d i r

c u á n  i m p o r t a n t e  e s  c a d a  n o d o  p a r a  l o s  p r o c e s o s  q u e

o c u r r e n  e n  e s a  r e d ,  c o m o ,  p o r  e j e m p l o ,  e l  f l u j o  d e  i n -

f o r m a c i ó n .  U n  c a s o  q u e  s e  h i z o  m u y  f a m o s o  e s  e l  e s t u -

d i o  d e  l a  c e n t r a l i d a d  e n  e q u i p o s  d e  f ú t b o l  q u e  s e  h i z o

e n  l a  Q u e e n  M a r y  U n i v e r s i t y  d e  L o n d r e s .  A  c o n t i n u a -
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c i ó n ,  t i e n e s  l o s  g r a f o s  d e  l o s  e q u i p o s  q u e  j u g a r o n  l a

f i n a l  d e l  c a m p e o n a t o  d e l  m u n d o  d e  f ú t b o l  e n  2 0 1 0 ,

E s p a ñ a  y  H o l a n d a
.

Estudiando los nodos de estos grafos a través de me -

didas de importancia y centralidad se detectan los juga -

dores más relevantes para el flujo del juego de cada equi -

p o ,  s e  p u e d e  c o m p r e n d e r  e l  e s t i l o  d e l  e q u i p o ,  d i s e ñ a r

fo rm as de c ont rar re st ar lo, id ear e st rat eg ias ... y es o lle vó ,

p o r  e j e m p l o ,  a l  e q u i p o  d e  l a  Q u e e n  M a r y  U n i v e r s i t y  a

vaticinar que España iba a ganar la final de aquel cam -

peona to del mu ndo de 2010. Hay muchí simas apli cacio -

nes de la teoría de grafos en el fútbol y en otros deportes

basadas en el estudio de propiedades de los nodos.

Pero en los grafos podemos estudiar también las co -

nexiones. Fíjate en esta red que verás a continuación y

observa sus conexiones. Hay una que es especial, distin -

ta de las demás. Antes de seguir adelante, ¿sabrías decir 

c u á l e s y p o r q u é e s t a n e s p e c i a l ?
¿ Qu é ti en e es a co ne xi ó n

que no tenga ninguna de las otr as?
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L a  c o n e x i ó n  q u e  a p a r e c e  e n  e l  c e n t r o  d e  e s t e  g r a f o

t i e n e l a p r o p i e d a d d e q u e , s i l a c o r t o , d i v i d o e l g r a f o e n

dos partes separadas, disjuntas; es decir , desconecto la red.

Y eso solo ocurre con esa conexión en particular . Ningu -

na de las otras tiene esa propiedad. Si corto cualquier otra

c o n e x i ó n ,  l a  r e d  p e r m a n e c e  c o n e c t a d a :  p u e d o  i r  d e s d e

cualquier nodo hasta cualquier otro sin problemas. Hay

muchas aplicaciones  de la teoría de redes donde lo impor -

tante es estudiar las conexiones. Un ejemplo es el estudio

del contagio de enfermedades y la distribución de epide -

mias, tema que se ha estudiado muchísimo usando la teo -

ría de grafos, porque identificar los elementos de la es -

t r u c t u r a d e l a r e d q u e s o n m á s i m p o r t a n t e s p a r a l a

transmisión de información (o enfermedades) por esta es

de vital importancia en muchos casos  para saber cómo

neutralizar ciertas partes de la red sin afectar al resto. Y

ocurre que a veces podemos permitirnos neutralizar no -

dos, pero otras veces es preferible neutralizar conexiones.

P o r  e j e m p l o ,  s i  e s t a m o s  e s t u d i a n d o  l a  p r o p a g a c i ó n  d e
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enfermedades en la red mundial de aeropuertos, sería mu -

cho más cómodo poder controlar esta propagación ce -

rrando conexiones (vuelos entre algunos aeropuertos en

concreto) que nodos (cerrar un aeropuerto entero es mu -

cho más costoso y afecta mucho más al tráfico aéreo glo -

bal). T ener buenos modelos de las conexiones de un gra -

fo puede salvar vidas y hacerlo de una forma eficaz. Es lo

que llevaron  a cabo los componentes del grupo Alepsys

Lab de la Universidad Rovira i V irgili, de T arragona.

F i n a l m e n t e ,  a  l a  h o r a  d e  e s t u d i a r  g r a f o s  p o d e m o s

analizar no solo sus componentes (nodos o conexiones),

sino el grafo en sí, 
la red como objet o de estudio

. Esto 

también se hace mucho para describir propiedades glo -

bales sencillas como si la red es conexa o no, es decir , si 

podemos ir de un nodo cualquiera a otro o no, así como

t a m b i é n  p r o p i e d a d e s  m á s  c o m p l e j a s  q u e  n o s  p e r m i t a n
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predecir el comportamiento de la red basándonos en su 

estructura. Una de las propiedades más importantes en 

las redes es la detección de comunidades, grupos de no -

d o s  q u e  e s t á n  m á s  r e l a c i o n a d o s  e n t r e  e l l o s  q u e  c o n  e l

resto de la red. De nuevo, esto tiene muchísimas aplica -

ciones, desde la psicología hasta la publicidad segmen -

tada por internet (eso de que a diferentes tipos de perso -

n a s  l e s  e n v í a n  a n u n c i o s  d i f e r e n t e s ) .  P a r a  d e t e c t a r  l o s

grupos de personas muchas veces se usan algoritmos de 

detección de comunidades en redes.

V amos a poner un ejemplo.
Fíjate en esta red que te 

muestro a continuación. No tiene una estructura dema -

s iado ev idente .  Es  quizá  un poco l iosa ,  pero  e l  aspecto

que tiene no nos dice nada de si hay pequeños grupos en

ella o algo parecido. Puedes entretenerte un poco anali -

zando sus conexiones para ver si descubres algo. 
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Es mucho más fácil ver que efectivamente esta red sí 

t i e n e  t r e s  g r u p o s  d i f e r e n c i a d o s  s i  l a  d i b u j a m o s  d e  e s t e

otro modo (date cuenta de que es la misma red):

L a r e d e s l a  m i s m a ,  e n  e l  s e n t i d o  d e  q u e t i e n e  l o s

m i s m o s  n o d o s  y  l a s  m i s m a s  c o n e x i o n e s  e n t r e  e l l o s .  N o

e s  f á c i l  d a r s e  c u e n t a  d e  p r i m e r a s  d e  q u e  p o d e m o s  v i -

s u a l i z a r  e s a  r e d  d e  f o r m a  q u e  s e a m o s  c a p a c e s  d e  d e s -

cubr i r  los  grupi tos  que  la  forman.  ¿Cómo se  hace?  Pues

con algoritmos. Hay matemáticos que han desarrollado 

a l g o r i t m o s d e d e t e c c i ó n d e c o m u n i d a d e s e n r e d e s . D e

n u e v o ,  l a  t e o r í a  s e  a s o c i a  c o n  l a s  m a t e m á t i c a s  c o m p u -

t a c i o n a l e s  y  n o s  p e r m i t e  o b t e n e r  i n f o r m a c i ó n  d o n d e

a n t e s  s o l o  h a b í a  u n a  m a r a ñ a  d e  p u n t o s  y  l í n e a s .  C o m o
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e r e s  i n t e l i g e n t e ,  s e g u r a m e n t e  t e  h a s  d a d o  c u e n t a  d e l

p o t e n c i a l  q u e  t i e n e  e s t o  a  l a  h o r a  d e  e s t u d i a r  r e d e s  s o -

c i a l e s  o  d e  o t r o  t i p o .  Y ,  e n  e f e c t o ,  n o  e r e s  l a  p r i m e r a

p e r s o n a  q u e  h a  s a b i d o  v e r  e s t e  p o t e n c i a l .  S e  t r a t a  d e  u n

á r e a  q u e  s e  h a  d e s a r r o l l a d o  m u c h í s i m o  e n  l o s  ú l t i m o s

a ñ o s  y  a h o r a  s e  a p l i c a  p o r  t o d a s  p a r t e s .

El dominio de la mayoría

M i e n t r a s n o  l l e g a  e l A p o c a l i p s i s M a t e m á t i c o , p o r l o

g e n e r a l ,  l a s  s o c i e d a d e s n o s  r e g i m o s  p o r  l a  d e m o c r a c i a ,

q u e  m á s  o  m e n o s  e s  e l  g o b i e r n o  d e l  p u e b l o .  S i n  e m -

b a r g o ,  e l  p u e b l o  m u c h a s  v e c e s  n o  s e  t o m a  m u y  e n  s e r i o

e s o  d e  « g o b e r n a r » ,  e s  d e c i r ,  n o  s e  i m p l i c a  d e m a s i a d o

e n  l a  p a r t i c i p a c i ó n  e n  l a  v i d a  p ú b l i c a  o  e n  f o r m a r s e

para ejercer la ciudadanía de un modo más responsable,

y  a c a b a  d e l e g a n d o  e n  u n a s  c u a n t a s  p e r s o n a s  a  l a s  q u e

v o t a  c a d a  c i e r t o  t i e m p o .  E s  u n a  p e n a  y  u n a  d i f i c u l t a d

p a r a  q u e  n u e s t r a s  s o c i e d a d e s  s e a n  m e j o r e s :  s i  r e n u n c i a -

m o s  a  l a  p a r t i c i p a c i ó n  y  a l  a n á l i s i s  d e  l o  q u e  o c u r r e  e n

l a  v i d a  p o l í t i c a ,  q u e d a m o s  a  m e r c e d  d e  q u e  n o s  l a v e n

e l  c e r e b r o  c o n  c o n s i g n a s  f á c i l e s  d e  a s u m i r  p e r o  q u e

g e n e r a n  d i v i s i o n e s  y  o d i o s  i n n e c e s a r i o s ,  y  n o s  e x p o n e -

m o s t a m b i é n a s e r e n g a ñ a d o s c o n m á s f a c i l i d a d . L a s

m a t e m á t i c a s  p u e d e n  a y u d a r n o s  a  d e t e c t a r  y  s o l u c i o n a r

e s t a s c u e s t i o n e s . O a l r e v é s , p u e d e n s e r u n a r m a q u e

trate de manipular la democracia. Quizá el ejemplo más

d e s c a r a d o  e n  e s t e  s e n t i d o  s e a  e l  g e r r y m a n d e r i n g ,  u n a
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p a l a b r i t a  q u e  s e  l a s  t r a e ,  p e r o  q u e  e s  u n  f e n ó m e n o  i n -

t e r e s a n t e  d e  a n a l i z a r .

V amos a ponernos en situación. Supongamos que tene -

mos un distrito electoral con cinco sectores. Hay dos par -

tidos en disputa, y podemos asignarles colores: rojo y azul,

naranja y morado, o blanco y negro, lo que sea. El caso es

que el que gane más sectores gana el distrito completo y se

hace con el único representante de  este en el Senado. Algo

así es como funcionan las cosas en la República Galáctica

y e n lo s E st a do s U ni d o s d e A m é r ic a , p o r e j e m pl o . P u e s b i en ,

supongamos que en el distrito hay 50 votantes, 30 de los

cuales votan al partido blanco y 20 al partido gris.

50 votantes: 60 % blanco y 40 % gris

En principio parece que en el distrito van a ganar los 

blancos, más o menos en una proporción de 3 a 2, ¿no? 

Pues depende de cómo dividamos los sectores:

• S i  c a d a  s e c t o r  e s  u n a  c o l u m n a  v e r t i c a l ,  e f e c t i v a -

mente el resultado es: dos sectores para el partido





 
               

g r i s ,  t r e s  s e c t o r e s  p a r a  e l  p a r t i d o  b l a n c o  y  e s t e  s e

lleva el representante. Lo esperable.

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

• S i n  e m b a r g o ,  s i  l o s  s e c t o r e s  e s t á n  f o r m a d o s  p o r

d o s  f i l a s  h o r i z o n t a l e s  c a d a  u n o ,  e n t o n c e s  e l  b l a n -

c o  s e  l l e v a  l o s  c i n c o  s e c t o r e s  y  e l  g r i s  n i n g u n o .

E s v e r d a d q u e s i g u e g a n a n d o e l p a r t i d o q u e m á s

v o t o s  h a  t e n i d o ,  p e r o  q u i z á  e l  r e s u l t a d o  e s  d e -

m a s i a d o  a b u l t a d o ,  n o  r e f l e j a d e l  t o d o  l a  r e a l i d a d ,

¿ n o ?

     

     

     

     

     

     

     

     

     

     

•  Pero ¡atención!: si divido los sectores de esta otra 

forma, resulta que el partido gris se lleva tres sec -

tores y el blanco solo dos, ¡aunque haya obtenido 

30 votos! O sea que, con muchos menos votos, el 
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partido gris se lleva el único representante de todo 

el distrito. Lo gana todo. 

La conclusión a la que llegamos es que quien diseña 

l o s  s e c t o r e s  t i e n e  m u c h o  p o d e r .  P a r e c e  i n c r e í b l e ,  ¿ n o ?

¿Os imagináis que uno de los dos partidos pudiera dise -

ñar los sectores a su gusto basándose en las tendencias

d e v o t o ? P u e s n o h a c e f a l t a i m a g i n a r t a n t o , e s o s e h a

h e c h o  e n  l a  r e a l i d a d  y  l a  p r á c t i c a  e s  c o n o c i d a  c o m o

g e rrymandering .

E l  n o m b r e  l e  v i e n e  d e  u n  g o b e r n a d o r  d e l  e s t a d o  d e

Massachusetts, llamado Elbridge Gerry , que llegó a ser

v i c e p r e s i d e n t e  d e  E s t a d o s  U n i d o s ,  y  q u e  e n  1 8 1 2  r e d i -

señó «inocentemente» los sectores del estado para favo -

recer a su partido. El mapa quedó rarísimo, y se parecía

a  u n  m o n s t r u o  t i p o  d r a g ó n  ( s a l amand e r e n  i n g l é s ) ,  a s í

que a esta práctica se la llamó 
gerrymander.

Muy fuerte el tema. Y a hemos visto que, usando un 

poco de mates y mucha malicia, podemos modificar las 

votac iones  a  nues tro  favor .  V ale ,  pero  
¿y e so e s  l e ga l ?

 

P u e s … m á s o m e n o s . E n p r i n c i p i o n o s e p u e d e h a c e r ,
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c l a r o ,  p o r q u e  s e r í a  m a n i p u l a r  l a  d e m o c r a c i a ,  y  e s o  e s

ilegal, evidentemente. Pero si uno es sutil y quiere hacer -

lo de todas formas, ¿qué o quién podrá demostrar que

está haciendo trampas? ¿No lo adivinas? Las matemáti -

cas, por supuesto.

En 2018 se presentó un caso ante la justicia de Esta -

dos Unidos por una acusación de gerrymandering en el 

q u e  l a s  p r u e b a s  f u e r o n  u n o s  e s t u d i o s  m a t e m á t i c o s .  E l

T ribunal Supremo de Pennsylvania detectó que el mapa 

e l e c t o r a l  d e  e s t e  e s t a d o  h a b í a  s i d o  g e r r y m a n d e r a d o a 

f a v o r  d e  l o s  r e p u b l i c a n o s ,  y  p i d i ó  q u e  s e  u s a s e  o t r o .

¿ C ó m o l o s p i l l a r o n ? V a r i o s m a t e m á t i c o s q u e e m p l e a r o n

a l  m e n o s  d o s  m e t o d o l o g í a s  d i f e r e n t e s  p r o b a r o n  q u e  l a

estadística apuntaba, sin muchas dudas, a que el mapa 

había sido gerrymanderado a tope.
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•  Uno de estos matemáticos es 
Wes P edgen

, de Car -

negie Mellon. Su técnica consistió en tomar el mapa

c u e s t i o n a d o  y  c a m b i a r l o  l i g e r a m e n t e  d e  m u c h a s

f o r m a s  p o s i b l e s ,  c o n  e l  f i n  d e  c o m p r o b a r  s i  c o n

otros mapas parecidos la ventaja para los republi -

c an o s s e m a nt e n ía o no . T r as ge n e ra r a l e at or i am e n -

te billones de mapas (literalmente: billones de ma -

p a s )  c o n c l u y ó  q u e  l a  v e n t a j a  d e s a p a r e c í a  e n  e l

99,9999999 % de los casos. O sea que juuusto el 

m a p a  q u e  e s t a b a n  u s a n d o  e r a  e l  ú n i c o  d e  e n t r e

t o d o s  l o s  p o s i b l e s  m a p a s  q u e  d a b a  v e n t a j a  a  l o s

r e p u b l i c a n o s .  ¿ C a s u a l i d a d ?  N o  c r e o ,  y  l o s  j u e c e s

de Pennsylvania tampoco.

• Otro de los investigadores del caso era el matemá -

tico 
Jowei Chen

, de la Universidad de Michigan. Este

señor también genera mapas, pero no parecidos al

que nos ocupa sino creados de cero, nuevos, siguien -

d o l as re s tr i cc i o ne s l e ga l es de l a le y e l ec t o ra l . A c o n -

tinuación estudia cuál es el resultado electoral que

a rr o j ar í a c a da u no de e so s m ap as a le a t or i o s c o n l os

votos que se obtuvieron y lo compara con el mapa  

cuestionado para comprobar si es rarito o, por el

contrario, más o menos normal. Los resultados en el

caso que nos ocupa fueron incuestionables. El mapa

us ado en Pen nsyl vani a e ra r ari to, rar ito: co mo si todo s

los mapas normales vivieran en un planeta y este en

otro. No, no parece haber salido por casual i d a d .
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El resultado es que, gracias a este juicio, en las próxi -

m a s  e l e c c i o n e s  l o s  v o t a n t e s  d e  P e n n s y l v a n i a  a c u d i r á n

a  v o t a r  s e g ú n  u n  m a p a  e l e c t o r a l  q u e  n o  f a v o r e c e r á  a

ninguno de los dos partidos mayoritarios. Y así es como

l a s  m a t e m á t i c a s  p u e d e n  h a c e r s e  a l i a d a s  d e  l a  d e m o c r a -

c i a  y  t e n e r  t a m b i é n  s u  p a p e l  e n  n u e s t r a  h i s t o r i a  c o t i -

d i a n a .

Otro aspecto curioso de esto de las matemáticas y las

mayorías tiene que ver con la teoría de grafos, que hemos

visto antes. Se trata del llamado «espejismo de la mayo -

r í a » ( e n  i n g l é s :  m a j o r i t y  i l l u s i o n ) ,  q u e  f u e  d e s c r i t o  p o r

K ris ti na Le rma n, Xi ao r an Y an y X in -Z eng Wu
en su artícu -

l o  « T h e  M a j o r i t y  I l l u s i o n  i n  S o c i a l  N e t w o r k s » .  P a r a

e x p l i c a r l o  t e  v o y  a  e n s e ñ a r  u n  e j e m p l o  d e  e s e  m i s m o

artículo que es muy ilustrativo. Mira esta red: 
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Como puedes observar , si designamos por BLANCO

una opinión y por GRIS otra, claramente la opinión ma -

yoritaria es BLANCO (once nodos opinan BLANCO y 

solamente tres opinan GRIS). ¿Cómo se percibe eso den -

t r o  d e  l a  r e d ?  P r e g u n t é m o s l e s  a  l o s  n o d o s .  C a d a  n o d o

está conectado con aquellos que «ve», es decir , con sus 

contactos. Si preguntamos al nodo 1 por la opinión de

la mayoría de sus contactos, nos dirá que es BLANCO, 

p o r q u e  e l  1  v e  a l  2 ,  a l  6 ,  a l  8  y  a l  1 1 ,  y  t o d o s  o p i n a n

BLANCO. Si seguimos preguntando, el 2 nos dirá que

la mayoría de sus contactos opinan BLANCO, el 3 tam -

bién que BLANCO, y así todos. No es que nadie vea que

hay algunos de sus contactos que opinan GRIS, pero no 

son mayoría en ningún caso.

Sin embargo, mira ahora esta otra red:
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Com o ves, la red es ex actam ente l a mism a: cada nodo

mantiene sus mismos contactos, etc. y de nuevo hay solo

tres nodos que opinan GRIS y once que opinan BLAN -

C O .  P e r o  ¿ q u é  p a s a  s i  p r e g u n t a m o s  a  c a d a  n o d o  q u é

o p i n a  l a  m a y o r í a  d e  s u s  c o n t a c t o s ?  D e  l o s  c u a t r o  c o n -

t a c t o s d e l 1 , t r e s o p i n a n G R I S y u n o B L A N C O , d e m o d o

que nos dirá que la opinión mayoritaria es GRIS, lo cual

e s  s o r p r e n d e n t e .  S i  p r e g u n t a m o s  a l  2 ,  n o s  d i r á  q u e  l a

o p i n i ó n  m a y o r i t a r i a  e n t r e  s u s  c o n t a c t o s  e s  B L A N C O ,

que parece normal. El 3 ve que sus dos contactos opinan

GRIS, así que, para él, la opinión mayoritaria en esta red

es GRIS, y eso ocurre también para el 4, el 5, el 7, el 10, 

el 12, el 13 y el 14. Es decir , nueve de los catorce nodos 

ven que la opinión mayoritaria en la red es GRIS. Repi -

to: la mayor parte de los nodos cree que la opinión ma -

yoritaria es GRIS. Y eso no es verdad, pues claramente 

G R I S  e s  u n a  o p i n i ó n  m u y  m i n o r i t a r i a .  C u a n d o  l a  m a -

y o r í a  d e  l a  r e d  c r e e  q u e  l a  o p i n i ó n  m a y o r i t a r i a  e s  e n

realidad una que es minoritaria es cuando decimos que 

se da el espejismo de la mayoría . La mayoría cree algo

que no es verdad, percibe una mayoría que no existe.

¿ Q u é h a p a s a d o a q u í? P u e s q u e l os n o d o s q u e op i n a n

GRIS son muy influyentes. Fíjate en el grado de los nodos

grises en la red. Su opinión es vista por mucha gente, de

hecho, la mayor parte de los contactos de muchos de los

n o d o s  d e  l a  r e d  s o n  e s t o s  g r i s e s  y ,  p o r  t a n t o ,  u n  g r u p o

m u y  p e q u e ñ o  h a c e  c r e e r  a  t o d a  l a  r e d  q u e  l a  o p i n i ó n
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m a y o r i t a r i a  e s  u n a  q u e  c l a r a m e n t e  n o  l o  e s .  ¿ Y  c ó m o

pueden saber algo así los nodos de la red? Pues no pue -

den; sin ver el resto de la red o hacer una búsqueda ex -

haustiva por ella, no pueden. Hace falta ver la red desde

fuera. La red del ejemplo es muy fácil de analizar a sim -

ple vista, pero cuando la cosa se complica por la estruc -

t u r a  d e  l a  r e d  o  p o r  l a  c a n t i d a d  d e  n o d o s ,  h a c e n  f a l t a

algoritmos matemáticos que sean capaces de analizar la

red, y ese es el campo de la teoría de redes complejas, que

usa nociones de teoría de grafos, estadística, análisis de

datos y conceptos propios de la propia teoría de redes. 

Se trata de un campo interesantísimo y con muchas apli -

c a c i o n e s , t a n t o t e ó r i c a s c o m o p r á c t i c a s , q u e v a n d e s d e

el análisis de redes sociales hasta el estudio de proteínas.

P e n s e m o s  u n  p o c o  e n  l a s  r e d e s  s o c i a l e s .  S i  n u e s t r a s

f u e n t e s  d e  i n f o r m a c i ó n  s e  r e d u c e n  a  u n o s  p o c o s  n o d o s

m u y  i n f l u y e n t e s ,  n u e s t r a  p e r c e p c i ó n  d e  l a  r e a l i d a d  p u e -

d e  e s t a r  s e s g a d a ,  a s í  q u e  c o n v i e n e  t e n e r  f u e n t e s  d e  i n -

f o r m a c i ó n  d i v e r s i f i c a d a s  y ,  e n  p a r t i c u l a r ,  i n f o r m a r s e

también a través de medios o personas que no sean todos

m a y o r i t a r i o s ,  n o  s e g u i r  s o l o  a  l o s  i n f l u e n c e r s o  a  l o s

f a m o s o s  ( o  a  n u e s t r o s  a m i g o s ) .  N o s  j u g a m o s t e n e r  u n a

v i s i ó n  m á s  o  m e n o s  d i s t o r s i o n a d a  d e  l a  r e a l i d a d .  H a y

m u c h o s  s e s g o s  e n  n u e s t r o  c o m p o r t a m i e n t o  e n  l a s  r e d e s

s o c i a l e s  y  e n  n u e s t r a  p e r c e p c i ó n  d e  l a  r e a l i d a d  a  t r a v é s

d e  e l l a s ,  y  a l g u n o s  p u e d e n  s e r  e x p l i c a d o s  c o n  a y u d a  d e

e s t e  c o n c e p t o  m a t e m á t i c o  d e l  e s p e j i s m o  d e  l a  m a y o r í a .
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Otra consecuencia es que la gente con mucha influen -

c i a  d e b e  t e n e r  c u i d a d o  c o n  l a  f o r m a  d e  e j e r c e r l a ,  h a  d e

s e r  c o n s c i e n t e  d e  q u e  h a y  p e r s o n a s  q u e  c o n s t r u y e n  l a

r e a l i d a d  a  p a r t i r  d e  l a s  o p i n i o n e s  q u e  e l l o s  t i e n e n ,  a s í

que  han de  ser  responsables .  No quiero  sonar  apocal íp -

t i c o .  B u e n o ,  u n  p o c o  s í .

¡Que no se te caiga el puente  

(ni la mont aña rusa)!

Hablando de ponerse apocalípticos, me acuerdo de que 

de chaval me decían mucho (a mí y a generaciones ente -

ras de estudiantes) que había que ser cuidadoso con las 

cuentas y las matemáticas porque, si no, se te puede caer

el puente que estés construyendo. No sé mis compañeros,

p e r o  y o  d e s d e  l u e g o  n o  h e  c o n s t r u i d o  u n  p u e n t e  e n  l a

vida. Pero, bueno, los puentes los hace alguien, ¿no? Y 

lo que sí que me causa cierta curiosidad es: ¿qué mate -

máticas usará la gente que hace los puentes? Porque ma -

temáticas emplearán seguro, pero en concreto ¿cuáles?

Pues me puse a investigar y , aparte de lo esperable (mu -

cho cálculo de estructuras, ecuaciones diferenciales, cálcu -

l o s  d e  p r o b a b i l i d a d e s ,  e t c . . ) ,  m e  l l a m ó  l a  a t e n c i ó n  u n a

curva muy chula: la catenaria.

La catenaria se define como la curva que forma una 

c a d e n a ( o u n a c u e r d a ) c u y a m a s a e s t á d i s t r i b u i d a u n i -

f o r m e m e n t e ,  s u j e t a  p o r  s u s  d o s  e x t r e m o s  y  s o m e t i d a

solamente a la fuerza de la gravedad. Colgando, vamos.
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Es algo así:

A primera vista tiene una pinta tremenda de parábol a

y , sin embargo, no lo es. Una parábola es así:

x
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E l  g r a n  G a l i l e o  s í  c r e í a  q u e  u n a  c a t e n a r i a  e r a  u n a

parábola (es que se parecen mucho, ¿verdad?), y no fue 

hasta 1646 que 
Christiaan Huygens

demostró, con solo 

diecisiete añitos, que no, que no se trataba de una pará -

bola, aunque no supo deducir su fórmula. El matemáti -

c o  n e e r l a n d é s n o  s e d e s a n i m ó  y , c u a r e n t a  y  p i c o  a ñ o s

más tarde, en 1691, junto con sus amigos Leibniz y Jo -

hann Bernoulli, logró la ecuación  de la catenaria: « y igual

a a por el coseno hiperbólico de ( x partido por a )», que 

podemos escribir también en forma exponencial:

 x

y = a · cosh 

(

—

)

 a

 a  

(

e

x

—

a

+ e

–x

—

a

)

→

 

y = —————

2

Nada que ver con la fórmula de la parábola, que es 

« y igual a a por x al cuadrado más b ». 

y = ax

2

+ b

Si vamos colgando pesos de la catenaria, las curvas

q u e  o b t e n d r e m o s  s e  l l a m a n  « c u r v a s  f u n i c u l a r e s » .  N o s

vamos acercando al puente… T oma una catenaria y vuél -

vela del revés. 
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T e queda un arco y ese arco hereda las buenas pro -

piedades de la catenaria: carece de tensiones laterales y 

minimiza los esfuerzos de compresión sobre el arco, todo

lo cual permite obtener arcos de gran altura con mínimos

empujes laterales, y por tanto sin necesidad de apoyos a 

los lados para sustentarse. Así, los arcos catenarios son 

s u p e r e s t a b l e s  y  p o r  e s o  s e  e m p l e a n  t a n t o  e n  p u e n t e s  y

otras estructuras. Parecen parábolas, pero tienen propie -

dades muy diferentes a las de estas.

ARCOS CATENARIOS EN EDIFICIOS 

Los ar cos  catenar i o s
los han utilizado intuitiva -

mente diversas civilizaciones desde hace muchos

s i g l o s .  A l g u n o s  e j e m p l o s  l o s  e n c o n t r a m o s  e n  l a
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arquitectura de los esquimales y en la arquitectura

tradicional de Sudán.  O en el gran arco de T aq-i

K is r a, e n P e rs i a (a c t ua lm e n te Ir ak ) . A un qu e g r an

parte de la estructura  se ha destruido con el tiempo

y l o s d e s a s t r e s n a t u r a l e s , e l a r c o c a t e n a r i o a h í s i g u e .

T aq-i Kisra

L a  a r q u i t e c t u r a  e u r o p e a  n o  u s ó  e l  a r c o  c a t e -

nario hasta tarde (salvo excepciones como la ca -

tedral de Florencia) y , entre todos los que lo usa -

r o n , d e s t a c a  e l m a g n í f i c o , e l  m a t e m á t i c a m e n t e

sobresaliente, el artista de la arquitectura

Ant oni 

G a u d í

.  E l  a r q u i t e c t o  c a t a l á n  d i s e ñ a b a  p e n s a n d o

e n  m u c h a s  c o s a s ,  y  t a m b i é n  e n  l a  e s t a b i l i d a d  d e

las estructuras, no como un cálculo posterior sino

com o p arte de l pro pio  d i se ño,  y por  eso em pleó

tanto el arco catenario en sus construcciones.



– 353 –



 
               
    

Esto es lo que decía Gaudí sobre la catenaria: 

«[...] la catenaria da elegancia y espiritualidad al 

arco, elegancia y espiritualidad a la construcción 

e n t e r a  [ … ] , e v i t a c o n t r a f u e r t e s , e l e d i f i c i o p e s a

menos, gana una gracia vaporosa y se aguanta sin

raros accesorios ortopédicos». Hay arcos catena -

rios en la Casa Batlló, también en el colegio de las

T eresianas y , por supuesto, en la obra maestra de 

Gaudí, la Sagrada Familia de Barcelona.

Arcos catenarios en la fachada de la Sagrada Familia  
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Las maquetas con catenarias y funiculares de 

G a u d í  s o n  m u y  f l i p a n t e s .  E s t o  l o  u s a b a  m u c h o ,

es como una imagen boca abajo del edificio. No 

me digas que no es alucinante. 

 

 

 

Maqueta polifunicular para  la iglesia de la Colonia

Güell, Museo de la Sagrada Familia

En la arquitectura moderna también se ha uti -

l i z a d o  l a  c a t e n a r i a ,  y  q u i z á  l a  m á s  e s p e c t a c u l a r

d e l  m u n d o  e s  l a  d e l  G a t e w a y  A r c h  d e  S t .  L o u i s ,

en Estados Unidos, el arco más grande del mundo

y  e l  m o n u m e n t o  m á s  a l t o  e n  e l  h e m i s f e r i o  o c c i -
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de nt al, a hí es na da. Se t ra ta de un a c at en ari a p on -

derada.

Arco Gateway , St. Louis, Misuri  

A c l a r a d o  l o  d e l  p u e n t e  c o n  l a  c u r v a  c a t e n a r i a ,  m e

l l a m ó l a a t e n c i ó n o t r a c u r v a (
e l  m u n d o  d e  l a s  c u r v a s

matemáticas es alucinante
, por cierto). Se llama «clotoi -

de» y es la curva de las montañas rusas ( roller -coaster les

d i c e n en inglés). ¿T e has fijado alguna vez en esas mont a -

ñas rusas tan chulas que dan una vuelta entera ( loop , en 

ing lés )?  Entras  con e l  carr icoche ,  das  toda la  vue l ta ,  te

pones bocabajo, se te caen las monedas del bolsillo y es 

todo estupendo y muy divertido. V ale, pero ¿esa curva

es una circunferencia o un trozo de circunferencia? Pues

lo parece, pero no. Una circunferencia exigiría una ve -
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l o c i d a d  d e  e n t r a d a  e n  l a  c u r v a  m u y  a l t a  p a r a  n o  t e n e r

p r o b l e m a s  a r r i b a ,  l o  c u a l  s o m e t e r í a  a  l o s  p a s a j e r o s  a

u n a s  f u e r z a s  n a d a  a c o n s e j a b l e s  ( p o r  e n c i m a  d e  c i n c o

veces la fuerza de la gravedad todo deja de ser divertido 

p a r a  c o n v e r t i r s e  e n  p e l i g r o s o  d e  v e r d a d )  y  a d e m á s  l a

t r a n s i c i ó n  e n t r e  d i v e r s o s  s e c t o r e s  d e  l a  m o n t a ñ a  r u s a

s e r í a  m á s  a b r u p t a  y d e s a g r a d a b l e ( s e c t o r e s r e c t o s , s e c -

tores  con d i s t intas  curvaturas ) .  Por  suer te  para  los  a f i -

cionados a las emociones fuertes, existe la 
clot oide

, una 

c u r v a  g u a p í s i m a  q u e  n o s  d a  t o d o  l o  q u e  n e c e s i t a m o s .

La clotoide recibe el nombre de una de las tres parcas

griegas (los griegos las llamaban «Moiras») que perso -

nificaban el destino de los seres humanos. Cloto, la más 

j o v e n ,  l a  h i l a n d e r a ,  h i l a  l a  h e b r a  d e  l a  v i d a  c o n  u n a

rueca y un huso. A la curva le puso este nombre un ma -

t e m á t i c o  l l a m a d o  
C e s à r o

,  p o r q u e  e s  u n a  d o b l e  e s p i r a l

que parece un hilo enroscándose y desenroscándose en -

tre una rueca y un huso.
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La cosa es que esta curva ya la estudiaron Euler y Jakob

Bernoulli y encontraron muchas propiedades que, siglos

más tarde, sirven para construir las mejores vueltas de las

montañas rusas de todo el mundo. El radio de la curva va

variando a lo largo de su longitud de una forma que es lo

suficientemente suave como para que no se produzcan

transiciones bruscas y mantiene el equilibrio necesario en -

t re e l i nc r e m en t o d e v e lo c id a d q ue s e p r od u ce c ua n do l a

cur va es más cer rada y la compe nsac ión de la graveda d

cuando estamos subiendo en la montaña rusa. Se usa tam -

bién en el diseño de carreteras porque la variación de la

fuerza centrífuga (esa que no existe, pero cuyos efectos se

perciben igual) se produce de forma constante con respec -

to a la curvatura, por eso se emplea como curva de transi -

ción entre partes  rectas del trayecto y partes curvas (por

ejemplo, cuando entras a una rotonda grande o cuando

vas a un cambio de sentido, una entrada a una autopista…).

E n f i n ,  h a y m u l t i t u d  d e c u r v a s y s u p e r f i c i e s q u e  s e

estudian en matemáticas de manera rigurosa y mediante

muchas de las herramientas que aprendemos en la escue -

la. Las podemos encontrar en gran número a nuestro al -

rededor , no por capricho sino porque realmente  responden

a la s n e c e s id a d e s q u e t e ne m o s e n m u c h o s á m b i to s d e l a

v i d a .  A  l o  m e j o r  n o  t o d o  e l  m u n d o  n e c e s i t a  a p r e n d e r

l a teoría de curvas, pero desde luego precisamos que al -

gunos sí: los ingenieros para diseñar puentes, carreteras o

montañas rusas; y los matemáticos para que la desarrollen.
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¿Cuál es la mejor cola del supermercado?

Está superbién que las mates sirvan para desarrollar el

mejor buscador del mundo, descubrir fraudes democrá -

ticos, construir unos puentes estupendos y diseñar unas 

montañas rusas de las que la gente no salga despedida. 

P e r o  l a  m a y o r í a  d e  l a  g e n t e  n o  s e  d e d i c a  a  h a c e r  e s a s

c o s a s .  L a s  d i s f r u t a m o s ,  s í ,  e s  v e r d a d ,  y  l a s  u t i l i z a m o s ;

gracias por todo ello, matemáticas.  Pero ¿no hay cosas 

normalitas que la gente normalita hagamos en días nor -

m a l i t o s  y  e n  l a s  q u e  l a s  m a t e m á t i c a s  n o s  p u e d a n  v e n i r

b ien?  Pues  c laro  que  s í ,  hay  unas  cuantas .  Déjame que

t e  h a b l e  d e  h a c e r  c o l a  e n  e l  s u p e r m e r c a d o ,  e s e  p l a c e r

inconfesable. 

L a  c o s a  e s  m á s  o  m e n o s  a s í :  e s t á s  e n  e l  s ú p e r ,  e n  l a

cola para pagar . Como siempre, la tuya es la más lenta 

de todas y entonces decides cambiarte. ¡Error! Ahora tu 

nueva cola parece la más lenta y , lo que es peor , en la que

estabas antes parece avanzar como un rayo. Es una cons -

tante, pasa siempre. 

E n  r e a l i d a d ,  l a s  m a t e m á t i c a s  n o  t i e n e n  m u c h o  q u e

d e c i r  s o b r e  c ó m o  p u e d e s  e v i t a r  e s a  s e n s a c i ó n ,  q u e  p o r

c i e r t o  t i e n e  m u c h o  m á s  d e  s e s g o  p s i c o l ó g i c o  q u e  d e

r e a l i d a d ,  p e r o  s í  p u e d e n  e x p l i c a r  a l g u n a s  c o s a s  s o b r e

c ó m o  e l e g i r  y  o r g a n i z a r  f i l a s  y  c o l a s .  L a  c l a v e  e s  
l a 

t e o r í a  d e  c o l a s
( q u e u e i n g  t h e o r y ,  d i c e n  l o s  a n g l o p a r -

l a n t e s ) .
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L a  t e o r í a  d e  f i l a s ,  o  d e  c o l a s ,  e s  u n a  t e o r í a  m a t e m á -

t ica  muy importante  ut i l i zada en  múl t ip les  ap l icac iones

c o m o  c o m p u t a c i ó n ,  t e l e c o m u n i c a c i o n e s  e  i n g e n i e r í a ,

o p a r a  m o d e l i z a r  l a s  c o l a s  d e l  s u p e r m e r c a d o ,  l a s  d e  l a s

a u t o p i s t a s  o  l a s  d e  l o s  a e r o p u e r t o s ,  a s í  c o m o  p r o v e e -

dores de servicios, y su objetivo fundamental es predec i r

l a s  l o n g i t u d e s  d e  l a s  f i l a s  y  l o s  t i e m p o s  d e  e s p e r a .  E s o s

m o d e l o s  s e  u s a n  d e s p u é s p a r a  o p t i m i z a r  e l  s i s t e m a ,  d e

m o d o  q u e  l o s  t i e m p o s  d e  e s p e r a  s e  r e d u z c a n  y  l a  g e n -

t e  s e a  f e l i z  e n  u n  m u n d o  d e  a l e g r í a  y  a m o r  y  e s p e r a s

c o r t a s .

CADENAS DE MARKOV 

L a  t e o r í a  d e  c o l a s  u t i l i z a  m u c h o s  m é t o d o s  d e

l a  e s t a d í s t i c a  y  l a  t e o r í a  d e  p r o b a b i l i d a d e s ,  y

s u  h e r r a m i e n t a  p r i n c i p a l  s o n  l a s  c a d e n a s  d e

M a r k o v .  U n a  c a d e n a  d e  M a r k o v  e s  u n  p r o c e s o

e s t o c á s t i c o ,  o  s e a ,  u n  p r o c e s o  a l e a t o r i o  q u e

v a r í a  c o n  e l  t i e m p o ,  c o m o  e l  m e r c a d o  d e  v a l o -

r e s ,  e l  c l i m a  o  l a  p o b l a c i ó n  m u n d i a l .  L a s  c a d e -

n a s  d e  M a r k o v  s e  c a r a c t e r i z a n  p o r  s e r  p r o c e s o s

que no guardan memoria del pasado, es decir , q u e

l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  a l g o  o c u r r a  d e p e n d e

s ol am e n te de l e s ta do ac t ua l d e l  s i s te m a, o l v i d á n -

d o n o s  d e l o q u e  h a y a o c u r r i d o  a n t e r i o r m e n t e .



– 397 –



 
               
  

Observa ,  por  e jemplo,  es te  d iagrama de  una ca -

dena de Markov:  

Diagrama de cadena de Markov

50%

50%

30%

60%

40% 40%

10%

10%

10%

Nublado Lluvia Soleado

L a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e  s i  u n  d í a  h a c e  s o l  e l

día siguiente también será soleado es del 50 %; la

de que el día siguiente esté nublado es del 40 %

y la de que llueva es del 10 %. Y eso es indepen -

d i e n t e  d e  q u e  h a y a  h a b i d o  t r e s  d í a s  s e g u i d o s  d e

sol o llevemos tres meses con lluvias y justo haya 

salido el sol hoy .

V a m o s , q u e u n a c ad e n a d e M a rk o v e s a l go a s í

como un laberinto en el que en cada bifurcación 

e l iges  e l  camino a l  azar ,  y  la  probabi l idad de  es -

coger uno u otro no recuerda si ya habías pasado 

antes por ahí. Las cadenas de Markov no son ade -

c u a d a s  p a r a  l o s  l a b e r i n t o s  ( t a m p o c o  p a r a  s a b e r

qué tiempo va a hacer), pero sí para multitud de 

aplicaciones. Por ejemplo,  para las colas, ya que 

en principio lo que vaya a tardar una persona en 
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p a g a r e n s u t u r n o d e l a  c o l a d e l  s u p e r m e r c a d o

d e p e n d e d e f a c t o r e s q u e t i e n e n q u e v e r c o n e s a

p e r s o n a ,  s u  c o m p r a  y  s u  r e l a c i ó n  c o n  e l  a c t o  d e

pagar , y no depende de si los anteriores han tar -

dado poco o mucho, de si eran señoras o señores,

n i  d e  s i  l a  c a j a  l l e v a  a b i e r t a  d i e z  m i n u t o s  o  u n a

hora. Se trata de un concepto sencillo y potente. 

T e  a n i m o  a  q u e  b u s q u e s  i n f o r m a c i ó n  s o b r e  e l

tema.

Pues bien, y de todos esos estudios tan sesudos sobre

colas, de esa queueing theory , ¿hay alguna conclusión que

nos pueda servir para nuestra vida cotidiana? Pues resul -

ta que sí, así que toma nota, que tu vida se va a simplificar .

Típica situación de supermercado:
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E s t á s e n e l s ú p e r y c u a n d o v a s a p a g a r v e s q u e h a y

dos colas: una con muchos carritos pero que llevan pocas

cosas, y otr a con pocos carr itos pero muy lle nos . 
¿Cuál

e s c o g e s ?  
T u v i d a p u e d e d e p e n d e r d e e s t e m o m e n t o . E l

s e n t i d o  c o m ú n  y  l a s  m a t e s  c o n  M a r k o v  a  l a  c a b e z a  t e

dicen que escojas la cola con pocos carros aunque vayan

muy llenos. ¿Por qué? Pues porque en el proceso de pa -

sar por la caja, la parte que puede salir mal o tardar más

e s  e l  m o m e n t o  d e  p a g a r  ( s e  m e  c a e n  l a s  m o n e d a s ,  n o

llevo cambio, la tarjeta no funciona, me pongo a hablar 

con el cajero...), así que ve a la cola donde ese momento 

v a y a  a  o c u r r i r  m e n o s  v e c e s .  L a  p a r t e  d e  p a s a r  l o s  p r o -

d u c t o s  e n  p r i n c i p i o  e s  m á s  s e g u r a  y  t a r d a  m e n o s .  P o r

supuesto, eso depende de si esos pocos carros llenos son 

suficientemente pocos en comparación con los que van 

medio  vac íos ,  y  otros  fac tores  que  en  es te  senc i l lo  mo -

delo no podemos tener en cuenta. Pero realicemos una

pruebilla matemática, una situación inventada para que

te hagas una idea.

P o n g a m o s  q u e  l o s  c a r r o s  c o n  p o c a s  c o s a s  s o n  n  

c a r r o s  ( p o r  e j e m p l o ,  n =  1 2 )  y  l o s  l l e n o s  s o n  m ( y  p o -

n e m o s  m =  4 ) .  C a d a  c a r r o  c o n  p o c a s  c o s a s  l l e v a  d e

m e d i a  5  c o s a s  y  c a d a  c a r r o  l l e n o  l l e v a  u n a s  3 0 .  P a s a r

c a d a  p r o d u c t o  p o r  l a c a j a  c u e s t a  2  s e g u n d o s  y  c o b r a r

l l e v a  3 0  s e g u n d o s .  A d e m á s ,  l a  p r o b a b i l i d a d  d e  q u e

s a l g a  m a l  p a s a r  u n  p r o d u c t o  ( q u e  e l  l e c t o r  d e  c ó d i g o s

d e  b a r r a s  n o  l o  d e t e c t e ,  o  l o  q u e  s e a )  e s  d e  u n  4  %  y
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s i  e s o  o c u r r e  e n t o n c e s  p a s a r  e l  p r o d u c t o  t a r d a  1 0  s e -

g u n d o s  d e  m e d i a ;  y  s u p o n g a m o s  q u e  l a  p r o b a b i l i d a d

d e  q u e  e l  c o b r o  s e  r e t r a s e  ( p o r  c o n v e r s a c i ó n ,  f a l l o  e n

l o s  c a m b i o s ,  p r o b l e m a s  c o n  l a  t a r j e t a ,  e t c . )  e s  d e l  2 0  %

y entonces cobrar tarda 1 minuto en lugar de 30 seg u n -

d o s .  C o n  e s o s  d a t o s  ( p u e d e s  i r  a  t u  s u p e r m e r c a d o  f a -

v o r i t o  p a r a  h a c e r  t u  p r o p i o  m o d e l o  v a r i a n d o  l o s  n ú -

m e r o s ,  t i e m p o s  y  p r o b a b i l i d a d e s ) ,  ¿ c u á n t o  p o d e m o s

e s p e r a r q u e v a y a  a t a r d a r  c a d a c o l a ? H a g a m o s  l o s

c á l c u l o s :

•  Fila 1, la de muchos carros pero menos llenos:

Doce veces que se va a pagar en caja multiplicado 

por la probabilidad de que el pago vaya bien y por 

el tiempo que se tarda cuando va bien, más la pro -

b a b i l i d a d  d e  q u e  v a y a  m a l  p o r  e l  t i e m p o  q u e  s e

t a r d a c u a n d o v a m a l . Y t o d o e s o m á s 6 0 p r o d u c t o s

(12 · 5) por la probabilidad de que vaya bien mul -

tiplicada por el coste (en tiempo) de que vaya bien 

la cosa más la probabilidad de que vaya mal por el 

coste de que vaya mal. En resumen:

T

1

= 12 · (0,8 · 30 + 0,2 · 60) + 60 · (0,96 · 2 + 0,04 

·  1 0 )  =  4 3 2  +  1 3 9 , 2 =  5 7 1 , 2  s e g u n d o s ,  o s e a ,  c a s i

10 minutos.

•  Fila 2, la de pocos carros pero muy llenos. Hacien -

do los cálculos correspondientes, nos sale:
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T

2

= 4 · (0,8 · 30 + 0,2 · 60) + 120 · (0,96 · 2 + 0,04 

· 10) = 144 + 278,4 = 422,4 segundos, es decir , unos

7 minutos.

L a  d i f e r e n c i a  e s  d e  u n o s  2 , 5  m i n u t o s ,  q u e  n o

p a r e c e  m u c h o .  S i  n o  l l e v a s  p r i s a ,  c l a r o .  A s í ,  s a l e

mejor la cola con menos carros aunque vayan mu -

cho más llenos.

Otra situación: ¿qué es mejor , que haya una sola fila para

todas las cajas y al final vayas a la caja que esté libre o 

que haya una cola por caja? Pues aquí también pueden 

ayudar las mates y podemos realizar las cuentas. Lo me -

j o r  e s  h a c e r  u n a  s o l a  c o l a  y  d i s t r i b u i r  a  l a  g e n t e  e n  l o s

puestos al llegar . V eamos por qué. Si tenemos n provee -

dores (cajas, puestos de atención o lo que sea), todos los

p o s i b l e s  p r o b l e m a s  y  r e t r a s o s  s e  d i s t r i b u y e n  p o r  i g u a l

e n t r e  t o d o s  l o s  p u e s t o s  y  e l  t i e m p o  g l o b a l  d e  e s p e r a  s e

r e d u c e  h a s t a  e n  u n  f a c t o r  d e  n .  E s t o  l o  h a c e n  a l g u n o s

supermercados y casi todos los aeropuertos, pues, de lo 

contrario, los controles de seguridad y los de inmigración

serían mucho más lentos y caóticos. Como antes, vamos

a  c r e a r  u n  p e q u e ñ o  m o d e l o  q u e  n o s  p e r m i t a  h a c e r n o s

una idea. De nuevo, puedes crear tú luego los modelos

que quieras con otros tiempos y situaciones, esto es un 

ejemplo inventado.

S u p o n g a m o s  q u e  t e n e m o s  t r e s  p u e s t o s  d e  a t e n c i ó n

y  q u i n c e  p e r s o n a s  q u e  v a n  a  s e r  a t e n d i d a s .  P o n g a m o s
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q u e  c a d a  p e r s o n a  t a r d a  1  m i n u t o  e n  s e r  a t e n d i d a  y  q u e

a l  f i n a l  d e l  m i n u t o  2  u n o  d e  l o s  p u e s t o s ,  e l  s e g u n d o ,

t i e n e  u n  c o l a p s o  d e  5  m i n u t o s .  ¿ C ó m o  a f e c t a  e s o  a l

t i e m p o  m e d i o  d e  p e r m a n e n c i a  e n  e l  c a s o  d e  t r e s  f i l a s  y

e n  e l  c a s o  d e  f i l a  ú n i c a ?

V a m o s p r i m e r o c o n l a s t r e s f i l a s . T e n e m o s a c i n c o

p e r s o n a s  a s i g n a d a s  a  c a d a  p u e s t o .  E n  e l  m i n u t o  1  s o n

atendidas tres personas, que solo han tenido que perma -

necer ese minuto  en la sala. En el minuto 2, son atendidas

t r e s  p e r s o n a s ,  q u e  h a n  p e r m a n e c i d o  2  m i n u t o s .  E n  e l

minuto 3 solo se atiende a dos personas porque el pues -

to 2 no funciona. En el minuto 4 lo mismo y en el 5 lo

m i s m o .  L o s  p u e s t o s  1  y  3  h a n  t e r m i n a d o  y  e l  p u e s t o  2

s igue  parado y  con t res  personas  esperando,  que  serán

atendidas en los minutos 8, 9 y 10. Los tiempos de per -

manencia totales son:

• Puesto 1: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 minutos

• Puesto 2: 1 + 2 + 8 + 9 + 10 = 30 minutos

• Puesto 3: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 = 15 minutos

• T O T A L :  6 0  m i n u t o s ,  l o  q u e  s a l e  a  4  m i n u t o s  d e

media.
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¿Qué ocurre si hay fila única? En el minuto 1 se atien -

de a tres personas, y en el minuto 2 también. En el mi -

n u t o  3  s e  a t i e n d e  a  d o s  p e r s o n a s  p o r q u e  s o l o  h a y  d o s

puestos operativos, y lo mismo pasa en los minutos 4, 5 

y  6 .  E n  e l  m i n u t o  7  s o l o  s e  a t i e n d e  a  u n a  p e r s o n a ,  p o r

e j e m p l o  e n  e l  p u e s t o  1 ,  p o r q u e  y a  s o l o  q u e d a  u n a  p e r -

sona por atender (cuenta a cuántas hemos atendido en

l o s  m i n u t o s  a n t e r i o r e s ,  a n d a ) .  A s í  q u e  l o s  t i e m p o s  d e

permanencia totales son:
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• Puesto 1: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 + 7 = 28 minutos

• Puesto 2: 1 + 2 = 3 minutos

• Puesto 3: 1 + 2 + 3 + 4 + 5 + 6 = 21 minutos

• T O T A L : 5 2 m i n u t o s , l o q u e s a l e a m e n o s d e 3 , 5

minutos de media.
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De nuevo, la diferencia no parece mucha, pero ima -

gina cómo puede acumularse con los cientos de personas

que pasan cada día por un supermercado o los miles que

pasan por los puestos de seguridad o inmigración en los 

aeropuertos, con tiempos de atención que son bastante 

más largos de 1 minuto.
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E n f i n , q u e l a g e n t e q u e t r a b a j a e n t e o r í a d e c o l a s h a c e

que el tráfico en internet sea más fluido, que las carreteras

funcionen mejor , que suframos menos en los supermerca -

dos y que las fábricas estén mejor diseñadas.





 
               
      

C e ro

E l  c e r o  e s  u n a  c o s i t a  p r e c i o s a ,  g o r d i t a ,  r e d o n d i t a  y  c o n  u n

agujer o en medio, 

lo más sexy que hay en e l mundo de las ma -

temáticas

, y además es un bicho r ar o, per o

r a r o ,  r a r o .  S e  t r a t a  d e  u n a  s i n g u l a r i d a d ,  u n

e l e m e n t o e x t r a ñ o , y , s i n e m b a r g o , r e s u l t a u n a

pieza f undament al en el edificio de las matemá -

ticas. Si un día se pr oduce el Apocalipsis Mate -

mático, en algún moment o el cer o bajará en su

tr ono de  or o y se multiplicará con t odo aquel

que se encuentre, haciéndolo desap arecer p ar a

siempre en el abismo de lo nulo.

¿QUIÉN IN VENTÓ EL CERO? 

E l  c e r o  e s  m u y  p e r o  q u e  m u y  i n t e r e s a n t e .  P a r a  e m p e z a r ,  s u

h i s t o r i a e s p o c o c o n o c i d a ,  a l g o n a d a c o m ú n e n  l o s g r a n d e s

hallazgos cultur ales de la humanidad, y encima no está clar a 

del t odo. P or supuest o, la invención del cer o no se la debemos 

a una sola persona (he llegado  a escuchar en un pr ogr ama de 

la tele que el cer o lo inventó Fibonacci, y casi me da un t a -

bardillo). No, no es fácil localizar en el tiempo ni en la geo -

g r a f í a  e l  p r i m e r  u s o  d e l  c e r o ,  o  q u é  p e r s o n a  d e c i d i ó  q u e  e r a
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una buena idea emplear algo así. Y es que p ar a saber cuándo 

se empezó a usar el cer o, debemos primer o saber qué es, clar o, 

y result a que el cer o es... varias cosas a la vez.

CANTIDAD NULA

P ar a empezar, el cer o represent a una cantidad nula, la nada, 

es decir, cuando no tenemos nada que cont ar. Así que result a 

bast ante normal que casi t odas las civilizaciones que han con -

t ado hayan usado algo 

―

una p alabr a, un dibujillo, un hueco,

lo que sea

―

p ar a designar la cantidad nula: los egipcios, los

r o m a n o s ,  l o s  i n c a s …  E s  m u y  p r o b a b l e  q u e  e s e  h a y a  s i d o  e l

primer uso del cer o, porque es algo muy natur al, aunque muy 

precario, t odavía incomplet o. Y, sin embargo, incluso en nues -

t r o s  d í a s ,  h a y  q u i e n  s o l o  l e  v e  e s e  u s o ,  q u e  e n c im a  a d o r n a n

con unas pr opiedades místicas: que si de la nada sale el t odo, 

que si el cer o es el vacío del cosmos… (busca «

metafísica de l 

c e r o

» e n i n t e r n e t y a g o z a r ) . S e t r a t a d e u n u s o d e l c e r o

bast ante precario desde el punt o de vist a matemático, incom -

plet o, es ciert o, per o que ya enfrentó a nuestr os antep asados 

r e m o t o s  c o n  e l  p r o b l e m a  d e  m a n e j a r  l a  n a d a .  A h o r a  l o  v e m o s

muy natur al, per o no tuvo que ser fácil.

EL CERO POSICIONAL

Uno de los mayores invent os de la humanidad son los sistemas 

de 

numeración posicionales

. Y a sabes, eso de que en el nú -

m e r o  2 2 0 2  u n o  d e  l o s  d o s e s  e q u i v a l e  a  d o s  u n i d a d e s ,  o t r o  a

doscient as y otr o a dos mil.
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Nuestr o sistema es de base 10, segur amente porque casi t odos

tenemos diez dedos. P ues bien, allí donde hay un sistema de 

numer ación posicional necesit amos un uso del cer o más especiali -

z a d o , p a r a saber, por ejemplo, que en 2202 no hay nada en el

lugar de las decenas y que por t ant o 2202 no es lo mismo que 2 2 2 .

P ar a encontr ar est a mar avilla tenemos que viajar a tres lugares

distint os del mundo: la antigua  Babilonia, la cuna de la civiliza -

ción maya y el este de Asia.

• Los babilonios tenían un sistema de numer ación posicio -

nal de base 60: cada posición valía sesent a veces más que

la anterior. Al principio, en el siglo 

x

a. C., usaban un

e s p a c i o  p a r a  i n d i c a r  e l  c e r o  p o s i c i o n a l .  E r a  u n  s i s t e m a

i n c o m p l e t o  y  u n  p o c o  a m b i g u o ,  c o n  c i e r t a s  c a r e n c i a s .

C l a r o ,  e s  q u e  s i  u s a s  u n  h u e c o  p a r a  i n d i c a r  e l  c e r o ,  n o

siempre las cosas quedan clar as. P or ejemplo, si el hueco

e s t á  e n  m e d i o  d e  l a s  c i f r a s  d e l  n ú m e r o ,  c o m o  e n  2 2 0 2 ,

quedaría algo como 22 2, que, bueno, se puede entender,

p e r o  ¿ c ó m o  d i s t i n g o  c o n  h u e c o s  l o s  n ú m e r o s  2 0 ,  2 0 0  y

2 0 00 ? ¿ Cu á n t o m i de e l hu e c o de l c er o p a r a s a b er s i h a y

uno, dos o tres cerit os? Un lío. Tiempo después, hacia el

a ñ o  3 0 0  a .  C . ,  l o s  b a b i l o n i o s  y a  d i s p o n í a n  d e  s í m b o l o s

que represent aban el cer o. Quizá no er a un sistema per -

f ect o del t odo, per o est aba bast ante bien.

• Los mayas er an muy buenos cont ando. T enían una técni -

ca matemática bast ante potente con un sistema de nu -
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m e r a c i ó n  p o s i c i o n a l  d e  b a s e  2 0 ,  q u e  d e s a r r o l l a r o n  d e

maner a t o t almente independiente de los babilonios. V amos,

q u e  n o  s e  c o p i a r o n  d e  n a d i e .  A s í  q u e  t e n e m o s  q u e  l o s

mayas invent ar on por su p arte el cer o y le asignar on un 

símbolo. Y a en el siglo 

i

a. C., cont aban con un sistema 

p o s i c i o n a l  c o n  u s o  d e l  c e r o  m u y  a v a n z a d o .  S e  c r e e  q u e

posiblemente los olmecas, antes que los mayas, ya utili -

zaban el cer o,  per o no se han encontr ado, que yo sep a, 

e v i d e n c i a s  d e e l l o .  L a s a p o r t a c i o n e s  c u l t u r a l e s  d e  l o s

mayas y otr os muchos pueblos americanos son muy po -

tentes y hay quien tiende a olvidarlas. Y el cer o es una 

d e  e l l a s ,  d e s d e  l u e g o .  N o  o b s t a n t e ,  e s t a  m a r a v i l l a  s e

extendió por el rest o del mundo por otr a vía, porque los 

mayas no tuv i e r on demas iada inf luenc ia en las c i v i l i za -

ciones posteriores. Una pena.

• A l g u n o s  s i g l o s  m á s  t a r d e ,  y  m u y  p r o b a b l e m e n t e  p o r

h e r e n c i a  d e  l o s  b a b i l o n i o s ,  e n  l a  I n d i a  y  C h i n a  s e  u s a -

b a  t a m b i é n  u n  s i s t e m a  p o s i c i o n a l .  A l  p r i n c i p i o  s e  e m p l e ó

u n  e s p a c i o  p a r a  i n d i c a r  e l  c e r o ,  p e r o  d e s p u é s  s e  c r e ó  u n

s í m b o l o .  E n  l a I n d i a s e p e r f e c c i o n ó m u c h o e l s i s t e m a

p o s i c i o n a l ,  q u e ,  a  t r a v é s  d e  P e r s i a ,  l l e g ó  a l  m u n d o

á r a b e .  L a s  m a t e m á t i c a s  á r a b e s  t u v i e r o n  l u e g o  u n a  i n -

f l u e n c i a  t r e m e n d a  e n  l a s  d e  t o d o e l  m u n d o ,  d e  m a n e r a

q u e  e l  c e r o  s e  e x t e n d i ó  p o r  c a s i  t o d o  e l  o r b e  m e d i a n t e

e s t a  v í a .
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V ale, pues ya tenemos al cer o como pieza f undament al de 

los sistemas de numer ación posicional. Bien por los babilonios 

y bien por los mayas.

MA Y AS

EUROP A

ÁRABES

INDIA

CHINA

BABILONIOS

EL NÚMERO CERO

P e r o  e l  c e r o  e s  a l g o  m á s  q u e  s o l a m e n t e  u n a  m a n e r a  d e  i n d i c a r

u n a  c a n t i d a d  n u l a .  E s  u n  n ú m e r o  y ,  p o r  l o  t a n t o ,  e s t á  s o -

m e t i d o a l a s r e g l a s d e l a s o p e r a c i o n e s c o m o e l r e s t o d e l o s

n ú m e r o s ,  e s  d e c i r ,  q u e  n o  s o l o  n o s  a y u d a a  c o n t a r  c o n  e s o s

s i s t e m a s  p o s i c i o n a l e s .  A s í  p u e s ,  e r a  d e  r e c i b o  q u e  e n t r a r a  e n

l a  a r i t m é t i c a ,  o  s e a ,  a q u e l l o  d e  q u e  p o d a m o s  s u m a r  c e r o ,

r e s t a r  c e r o  o  m u l t i p l i c a r  p o r  c e r o  (

d i v i d i r  p o r  c e r o  e s  o t r a

h i s t o r i a

:  s i  t e  a t r e v e s  c o n  e l l o ,  s i g u e  l e y e n d o  u n  p o c o  m á s

a d e l a n t e  e n  e s t e  m i s m o  c a p í t u l o ) .  E n  f i n ,  l a  e n t r a d a  d e l  c e r o

e n  l a  a r i t m é t i c a  o c u r r i ó  e n  l a  I n d i a  e n  e l  s i g l o  

v i i

,  d e  l a  m a n o

d e u n t a l

B r a h m a g u p t a

, e n u n l i b r o q u e s e t i t u l a
B r a h -

m a s p h u t a s i d d h a n t a
( s i  l o  d i c e s  t r e s  v e c e s  a l  r e v é s ,  a d e -

l a n t a s  l a  f e c h a  d e l  A p o c a l i p s i s ) .  B r a h m a g u p t a  i n c l u y ó  e l  c e r o

e n  l a s  o p e r a c i o n e s  c o n  n ú m e r o s  p o s i t i v o s  y  n e g a t i v o s  e n

i g u a l d a d  d e  c o n d i c i o n e s .  G r a n  p a r t e  d e  l a  a r i t m é t i c a  a c t u a l
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s e  b a s a  e n  l o s  m é t o d o s  d e  B r a h m a g u p t a ,  q u e  d e s c r i b i ó  f o r m a s

d e  r e s o l v e r  l a s  e c u a c i o n e s  d e  p r i m e r  y  s e g u n d o  g r a d o ,  l a s

r e g l a s  e s a s  d e  q u e  m e n o s  p o r  m e n o s  e s  m á s ,  a s í  c o m o  t o d o s

l o s  f u n d a m e n t o s  d e  l a  a r i t m é t i c a  m o d e r n a .  M u c h í s i m a s  d e  l a s

m a t e s  q u e  n o s  e n s e ñ a n  e n  l a  e s c u e l a  y a  l a s  s a b í a  B r a h m a g u p -

t a  y ,  p o r  s u p u e s t o ,  t a m b i é n  l o s  a n t i g u o s  g r i e g o s .  E l  m a e s t r o

d e  l o s  g r i e g o s  e n  e s t o  d e  l a s  e c u a c i o n e s  e r a  

D i o f a n t o

,  q u e

e s c r i b i ó  u n o  d e  l o s  l i b r o s  m á s  i n f l u y e n t e s  d e  l a s  m a t e m á t i c a s

d e  t o d o s  l o s  t i e m p o s  y  q u e  s e  t i t u l a  p r e c i s a m e n t e  
A r i t m é -

t i c a
.  S i n  e m b a r g o ,  l o s  g r i e g o s  n o  m a n e j a b a n  e l  c e r o  ( a l u c i n o

c o n  t o d o  l o  q u e  l o g r a r o n  e l  b u e n o  d e  D i o f a n t o  y  s u s  c o l e g a s

s i n  t e n e r  u n a  i d e a  c l a r a  d e l  c e r o ,  s i m p l e m e n t e  m e  p a r e c e

g e n i a l ) .

A s í  p u e s ,  e l  c e r o  a l c a n z ó  e n  l a  I n d i a  l a  c a t e g o r í a  d e

n ú m e r o ,  e s  d e c i r ,  p a s ó  a  s e r  a l g o m á s  q u e  u n  m e r o  s í m b o l o

p a r a  m a n t e n e r  e l  s i s t e m a  p o s i c i o n a l .  E l  v i a j e  d e  l a s  m a t e m á -

t i c a s  i n d i a s  a  l a s  á r a b e s  i n i c i ó  e l  d e s p e g u e  d e l  á l g e b r a  m á s

a l l á  d e  l o s  g r i e g o s ,  y  e l  c e r o  j u n t o  c o n  e l  r e s t o  d e  l o s  n ú -

m e r o s  f u e  i n c l u i d o  e n  e l  t r a b a j o  d e  u n o  d e  l o s  p a d r e s  d e l

á l g e b r a ,  e l  p e r s a  

A l - K h w a r i z m i

.  A  p a r t i r  d e  a q u í ,  

e l  c e r o

f u e  i m p a r a b l e

y  o c u p ó  u n  l u g a r  p r e e m i n e n t e  e n  l a s  m a t e -

m á t i c a s .

Y  m i e n t r a s  t a n t o e n  E u r o p a ,  ¿ q u é  o c u r r í a ?  ¿ Q u é  p a s ó  t r a s

l o s  g r i e g o s ,  l o s  r o m a n o s …  h a s t a  l a  E u r o p a  m e d i e v a l ?  ¿ S o n  u n

c e r o  a  l a  i z q u i e r d a  e n  e s t a  h i s t o r i a ?  P u e s  s í ,  m á s  o  m e n o s .

Y a  h e m o s  v i s t o  q u e  l o s  g r i e g o s ,  e s a  g e n t e  q u e  d o m i n ó  c o m o

n a d i e  l a  g e o m e t r í a  y  e l  p e n s a m i e n t o  l ó g i c o ,  n o  t e n í a n  c e r o .  
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S í  q u e  e m p l e a b a n  a l g o  p a r a  d e s i g n a r  l a  c a n t i d a d  n u l a ,  c l a r o ,

per o un cer o como el de los babilonios o los mayas, 
na

de 
n a

. 

P e r o ,  a  p e s a r  d e  q u e  a l  p r i n c i p i o  n o  n e c e s i t a b a n  e l  c e r o  p a r a

s u s  c o s a s  y  l o g r a r o n  a v a n z a r  b a s t a n t e ,  c u a n d o  n e c e s i t a r o n

c o n t r o l a r  l a  c a n t i d a d ,  t r a b a j a r  c o n  c i f r a s  m á s  g r a n d e s  

―

p o r

e j e m p l o ,  p a r a  l a  a s t r o n o m í a

―

,  l a  f a l t a  d e l  c e r o  p o s i c i o n a l  l e s

p r o v o c ó  d i f i c u l t a d e s  y  e n t o n c e s  l o  i m p o r t a r o n  d e  l o s  b a b i l o -

n i o s .  M e  q u e d o  l o c o  c o n  q u e  a l g u i e n  c o m o  A r q u í m e d e s ,  q u e

i n v e n t ó  n ú m e r o s  c a p a c e s  d e  r e p r e s e n t a r  c a n t i d a d e s  a s t r o n ó -

m i c a m e n t e  g r a n d e s ,  l o  h i c i e r a  s i n  l a  a y u d a  d e  u n  c e r o  e n

c o n d i c i o n e s .  O t r o  g e n i o  e s e  h o m b r e .  E n  f i n ,  e l  c e r o  c h u l o  n o

l l e g ó  a  E u r o p a  h a s t a  l a  E d a d  M e d i a ,  d e  l a  m a n o  d e  l o s  á r a b e s

a  t r a v é s  d e  l a  p e n í n s u l a  I b é r i c a  c o n  

I b n  E z r a ,  G e r b e r t o  d e

A u r i l l a c

y ,  s o b r e  t o d o ,  g r a c i a s  a  

F i b o n a c c i

,  a  q u i e n  n o

s o l o  d e b e m o s  s u  f a m o s í s i m a  s u c e s i ó n ,  s i n o  q u e  a d e m á s  p o -

d e m o s  c o n s i d e r a r l o  e l  e m b a j a d o r  d e l  c e r o  e n  E u r o p a .  T o d o  u n

h o n o r ,  F i b o .

P o d r í a  p a r e c e r  q u e  a  p a r t i r  d e  l a  l l e g a d a  d e  u n  c e r o  p o -

t e n t e ,  e l  c e r o  c o m o  n ú m e r o ,  t o d o  c a m b i a r í a  o  a l  m e n o s  s u  u s o

s e r í a  i n m e d i a t o  y  u n i v e r s a l ,  q u e  s e  e x t e n d e r í a  c o m o  l a  p ó l v o -

r a .  Y ,  s i n  e m b a r g o ,  n o  f u e  a s í :  m u c h o s  d e  l o s  a v a n c e s  d e  l a s

m a t e m á t i c a s  r e n a c e n t i s t a s  s e  p r o d u j e r o n s i n e l c e r o . E l g r a n

C a r d a n o

,  p r o t a g o n i s t a  ( j u n t o  c o n  o t r o s )  d e  u n o  d e  l o s  a d e -

l a n t o s  m á s  p o t e n t e s  d e  l a  m a t e m á t i c a  d e l  R e n a c i m i e n t o  

―

l a 

r e s o l u c i ó n  d e  l a s  e c u a c i o n e s  g e n e r a l e s  d e  g r a d o  t r e s  y  d e

g r a d o  c u a t r o

―

,  r e a l i z ó  t o d a s  s u s  i n v e s t i g a c i o n e s  s i n  a y u d a

d e l  c e r o  ( l e  h a b r í a  r e s u l t a d o  m á s  f á c i l ,  s e g u r o ,  s i  h u b i e r a
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e c h a d o  m a n o  d e  é l ) .  A  p a r t i r  d e l  s i g l o  

x v i i

y a  s e  p u e d e  d e c i r

q u e  e l  u s o  d e l  c e r o ,  m á s  o  m e n o s  c o m o  l o  c o n o c e m o s  e n  l a

a c t u a l i d a d ,  s e  e x t e n d i ó  d e l  t o d o .

A  v e c e s  d a m o s  p o r  s u p u e s t o  q u e  l a s  c o s a s  e n  m a t e m á t i c a s

r e s u l t a n  m á s  n a t u r a l e s  o  m á s  o b v i a s  p a r a  t o d o s  d e  l o  q u e  e n

r e a l i d a d  s o n ,  y  l a  h i s t o r i a  d e l  c e r o  e s  u n  e j e m p l o  t r e m e n d o

d e  t o d o  l o  c o n t r a r i o :  a l g o  q u e  p a r a  n o s o t r o s  e s  h o y  d e  u s o

c o r r i e n t e , y q u e p a r e c e q u e h a e s t a d o a h í t o d a l a  v i d a ,

c o s t ó  s i g l o s  y  s i g l o s  c o m p r e n d e r l o  y  e n c o n t r a r  s u  v e r d a d e r a

u t i l i d a d  e n  m a t e m á t i c a s .  Y  t o d a v í a  n o  l l e g a m o s  a  d o m i n a r l o

d e l  t o d o …
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TEST DE LOCURAS DEL CERO 

A u n q u e  e s t a m o s  a c o s t u m b r a d o s  a  é l ,  e l  c e r o  e s  d i f í c i l

d e m a n e j a r , a s í q u e a c o n t i n u a c i ó n t e p r e s e n t o u n

t e s t  d e  s u s  l o c u r i t a s ,  a  v e r  q u é  t a l  l l e v a s  t u  i n t u i c i ó n

c e r í s t i c a ( y  q u é  s e  p u e d e  d e c i r  s o b r e  e s t a s  c o s a s ) :

1. ¿Cuánt o es cer o dividido entre cer o?

a) Co

b) Uno

c) Infini

d) Indefinido

2. ¿Cuánt o es dos entre cer o?

a) Co

b) Infini

c) Dos

d) Indefinido

3. ¿Cuánt o es cer o f act orial?

a) Co

b) Uno

c) Infini

d) Indefinido

4. ¿Cuánt o vale la suma de un conjunt o de cer o element os,

o sea, un conjunt o vacío?

a) Co

b) Uno

c) Infini

d) Indefinido

5 . ¿ Cuán t o  v a l e e l  p r odu c t o  d e  un  c on j un t o  d e c e r o e l e -

ment os, o sea, un conjunt o vacío?

a) Co

b) Uno

c) Infini

d) Indefinido
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RESPUESTAS AL TEST DE LOCURAS SOBRE EL CERO

1. ¿Cuánto es cero dividido entre cero?

E s t a  p r e g u n t a  n o  e s  f á c i l  d e  r e s p o n d e r ,  y  p o r  e s o  t i e n e  s u

a p a r t a d o  e n  e s t e  c a p í t u l o  s o b r e  e l  c e r o .  D e  t o d a s  f o r m a s ,  l a

respuest a más acert ada es decir «indefinido» porque realmen -

t e  c e r o  e n t r e  c e r o  p u e d e  s e r  c u a l q u i e r  c o s a .  A s í ,  c o m o  n ú m e -

r o ,  e l  c e r o  e n  e l  d e n o m i n a d o r  l o  e s t r o p e a  t o d o  y  h a c e  q u e  l a

d i v i s i ó n  n o  s e  p u e d a r e a l i z a r .  P e r o  s i  t o m a m o s  e s o s  c e r o s  c o m o

l í m i t e s ,  d e  u n a  s u c e s i ó n  p o r  e j e m p l o ,  e n t o n c e s  r e a l m e n t e

p u e d e  s e r  c u a l q u i e r  c o s a .  N o s  q u e d a m o s  c o n  « i n d e f i n i d o »  y

m í r a t e  e l  a p a r t a d o  « D i v i d i r  e n t r e  c e r o » ,  s i  e s  q u e  n o  l o  h a s

h e c h o  y a .

2. ¿Cuánto es dos entre cero?

De nuevo lo mejor es decir «indefinido», aunque puede tener 

ciert o sentido contest ar «infinit o». Si pensamos en una división

aritmética normal, no se puede dividir entre cer o, porque, si 

2 entre 0 f uer a 
x

, ent onces tendríamos que 
x

por 0 es 2, per o 

n o  h a y  n i n g ú n  n ú m e r o  q u e  a l  m u l t i p l i c a r l o  p o r  0  d é  2 .  N o

obst ante, si consider amos el cer o como el límite de una sucesión

de númer os positivos cada vez más pequeñit os, ent onces con -

f orme vayamos acercándonos al cer o, la sucesión de result ados 

de esa división se hace más y más gr ande 
f orever and ever

, 

a s í  q u e d e c i m o s q u e e n e l l í m i t e  e s  i n f i n i t o .  L o  t i e n e s  m á s

explicado en el ap art ado «Dividir entre cer o».
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3. ¿Cuánto es cero factorial?

A n t e s  d e  n a d a ,  u n  r e c o r d a t o r i o  s o b r e  e l  f a c t o r i a l .  D a d o  u n

n ú m e r o  n a t u r a l  m a y o r  d e  c e r o  

―

n
p o r  e j e m p l o

―

,  d e c i -  

m o s  q u e  e l  f a c t o r i a l  d e  
n

,  q u e  e s c r i b i m o s  
n

! ,  e s  e l  p r o d u c t o

n
!  =  

n
·  (

n
–  1 )  · (

n
– 2) · … · 2 · 1. P er o, clar o, ¿qué p asa 

c o n  e l  f a c t o r i a l  d e  c e r o ?  ¿ P o d e m o s  o f r e c e r  u n a  d e f i n i c i ó n

c o h e r e n t e ?  A q u í  l a  r e s p u e s t a  e s  c l a r a :  1 .  P a r e c e  s o r p r e n d e n t e

q u e  n o  s e a  0 ,  y a ,  y  p o d r í a  h a b e r  s i d o  0 ,  p e r o  h a y  m u c h a s  y

b u e n a s  r a z o n e s  p a r a  q u e  s e a  1 .  U n a  d e  m i s  f a v o r i t a s  e s  l a

s i g u i e n t e :  e n  c o m b i n a t o r i a ,  e l  f a c t o r i a l  a p a r e c e  m u c h a s  v e c e s

y  s i r v e  e n  g e n e r a l  p a r a  c o n t a r  f o r m a s  d e  h a c e r  l a s  c o s a s .  P o r

e j e m p l o ,  e l  n ú m e r o  d e  f o r m a s  d e  e l e g i r  
k

e l e m e n t o s  d e  u n

c o n j u n t o  d e  
n

e l e m e n t o s  e s  «
n

s o b r e  
k

» ,  q u e  s e  e s c r i b e  a s í :

 n  n !

(

 

)

= ——————————

 k ( n  –  k ) ! k !

O sea, que es 
n

! dividido entre (
n

 

−

 
k

)! por 
k

!. Y ahor a, 

¿cuánt as f ormas hay de elegir 
n

element os de un conjunt o de 

n
? P ues una sola f orma: escogerlos t odos. V ale, pues ent onces 

l a  f ó r m u l a  d e l  n ú m e r o  c o m b i n a t o r i o  «
n

s o b r e  
n

»  e s  
n

!  d i v i -

d i do entre 0! por 
n

!. Y eso solo da 1 si result a que 0!, el f ac -

t orial de 0, es 1. Como est as hay otr as muchas r azones, así que 

la respuest a es 1.

4. ¿Cuánto vale la suma de un conjunto de cero e lementos?

Bueno, est a debería ser fácil: 0. Clar o, si no sumamos nada, el

result ado no puede ser otr a cosa que nada, o sea, 0, ¿no? Fácil.
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5. ¿Cuánto vale e l producto de un conjunto de cero e lementos?

Cuidadit o que est o despist a. La respuest a correct a es 1. 
What?

 

P er o ¿no acabamos de decir que si sumamos cer o númer os obte -

nemos un 0 porque no est amos sumando nada? ¿Y cómo es eso

de que multiplicando cer o númer os, o sea, no multiplicando nada,

el result ado es 1? Ese 1 ¿de dónde sale? P ues, mir a, sale de que 1

es el e le ment o neutr o del pr oduct o, e s decir, que si m ultiplicam os

cualquier númer o 
x

por 1, el result ado no varía, sigue siendo 
x

. 

Y eso es lo que p asa si multiplicamos conjunt os. P ongamos que

multiplicamos dos conjunt os de númer os y el result ado de mul -

tiplicar los númer os del primer conjunt o es 
x

 y el result ado de  

multiplicar el segundo conjunt o es 
y

. Ent onces, al multiplicarlos

t odos, la unión de los dos conjunt os, el result ado tiene que ser

x
por 

y
. Bueno, pues si, pongamos, el segundo conjunt o está

vacío, no hay element os, la unión de ambos conjunt os es igual

al primer conjunt o, y el pr oduct o de sus element os es 
x

. Y el

p r o d u c t o d e l o s e l e m e n t o s d e l a u n i ó n  e s e l p r o d u c t o d e l o s

element os del primer o, que da 
x

, por el pr oduct o de los elemen -

t os del segundo, que tiene que ser 1 p ar a que 
x 

sea igual a 
x

 

por 1. Est a regla del pr oduct o de la unión es muy import ante y

aquí respet amos las reglas: la respuest a correct a a est a pregun -

t a es 1 y punt o. Un apunte p ar a la gente que sabe más mates:

en realidad, el result ado del pr oduct o de un conjunt o vacío de

e l e m e n t o s  e s  e l  e l e m e n t o  n e u t r o  d e l  p r o d u c t o .  E n  e l  c a s o  d e

númer os enter os, es el 1, per o en otr os conjunt os la cosa puede

variar. P or ejemplo, el pr oduct o de un conjunt o vacío de  matrices

3x3 es la matriz identidad de orden 3. Muy loco t odo, ya lo sé.
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DIVIDIR ENTRE CERO 

Dividir entre cer o es una cosa dificilísima y es aquí cuando se 

not a que e l  cer o es muy r ar o . Como cont amos en e l  ap art ado

sobre la hist oria del cer o en este mismo capítulo (si no lo has 

leído, este es un buen moment o), el cer o no se empleó en sumas,

rest as, multiplicaciones ni divisiones hast a Br ahmagupt a, en el 

siglo 

vii

. Este hombre definió muy bien cómo sumar o rest ar

c e r o  a  u n  n ú m e r o ,  c ó m o  r e s t a r  u n  n ú m e r o  d e  c e r o  o  c ó m o

multiplicar algo por cer o. Y sus reglas son las que usamos hoy 

en día, salvo la de dividir algo entre cer o. Supongo que a Br a -

hmagupt a, que est aba invent ando (o descubriendo, no sé) cómo

f unciona el cer o como númer o, se le hacía muy difícil dar con 

una f orma coherente de dividir entre cer o. En su 

super libro 

Br ahmasphut asiddhant a
dice que cer o entre cer o es cer o (lo 

c u a l  n o  e s  c o r r e c t o )  y  n o  d e j a  c l a r o  q u é  p a s a  a l  d i v i d i r  c u a l -

q u i e r  o t r o  n ú m e r o  e n t r e  c e r o .  D o s c i e n t o s  a ñ o s  d e s p u é s ,  t a m -

b i é n  e n l a I n d i a ,  M a h a v i r a t r a t ó d e c o m p l e t a r l a a r i t m é t i c a

d e  B r a h m a g u p t a  y  d i j o  q u e ,  s i  d i v i d i m o s  u n  n ú m e r o  e n t r e

c e r o ,  s e  q u e d a  i g u a l ,  l o  c u a l  t a m b i é n  e s  i n c o r r e c t o .  U n a  v e z

m á s  e n  l a  I n d i a ,  h u b o  o t r o  i n t e n t o ,  q u i n i e n t o s  a ñ o s  d e s p u é s

d e  B r a h m a g u p t a ,  d e  v e r  q u é  p a s a b a a l  d i v i d i r  e n t r e  c e r o .  F u e

B h a s k a r a ,  q u i e n  d e c í a  q u e  d i v i d i r  u n  n ú m e r o  e n t r e  c e r o  d a

i n f i n i t o .  E s t o  n o  e s  c o r r e c t o  d e l  t o d o ,  y  d e s d e  l u e g o  e n  a r i t -

m é t i c a  n o  l o  e s  e n  a b s o l u t o ,  p e r o  p u e d e  t e n e r  c i e r t o  s e n t i d o .

V a m o s  a  e m p e z a r  p o r  a q u í  p a r a  v e r  q u é  p u e d e  s i g n i f i c a r  d i -

v i d i r  e n t r e  c e r o ,  e s o  q u e  l a s  c a l c u l a d o r a s  y  l o s  o r d e n a d o r e s

n o  s a b e n  h a c e r .
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Dejémos lo c laro desde e l principio

: si tr abajamos con los 

númer os enter os y con la división normal, la de t oda la vida, 

no se puede dividir entre cer o. La cosa es fácil: si tenemos un 

númer o cualquier a 
n

(el 
n

es distint o de cer o, ¿eh?) y el re -

s u l t a d o  d e  d i v i d i r l o  e n t r e  c e r o  f u e r a  o t r o n ú m e r o  
m

,  p u e s

ent onces 
n

/0 = 
m

significa que 
m

 
·

0 = 
n

y eso no puede ser, 

no hay ningún númer o que multiplicado por cer o resulte 
n

. Así 

q u e , p o r  a h í , t e n g á m o s l o c l a r o , n o v a m o s b i e n .  N o s e p u e d e

d i v i d i r  e n t r e  c e r o .  P e r o  s e a m o s  c o m p r e n s i v o s  c o n  B h a s k a r a  y

tr atemos de entenderlo al hombre. P ensemos en e l cer o no como

e l  n ú m e r o  e n  s í  m i s m o  s i n o  c o m o  e l  r e s u l t a d o  d e  t o m a r

n u m e r i t o s  c a d a  v e z  m á s  p e q u e ñ o s ,  e l  l í m i t e  d e  u n a  s u c e -  

sión. Si vamos dividiendo 
n

por númer os cada vez más pequeños

(0,5 - 0,25 - 0,1 - 0,05...), el result ado será cada vez más g r a n -

d e . E s t o  c u e s t a  u n p o c o  v e r l o a l  p r i n c i p i o , s i  q u i e r e s a g a r r a

p apel y boli o una calculador a y ponte algún ejemplo. Y o qué 

sé, coge el númer o 10 y divídelo por númer os positivos cada vez 

más cercanos a 0: verás que el result ado crece. ¿Y hast a dónde 

c r e c e ?  P u e s  a h í  e s t á  l a  g r a c i a ,  c r e c e  c o n t i n u a m e n t e ,  n o  p a r a

d e c r e c e r . C o m o p o d e m o s t o m a r n ú m e r o s t a n p e q u e ñ o s c o m o

q u e r a m o s ,  c u a l q u i e r  l í m i t e  q u e  l e  p o n g a m o s  a l  r e s u l t a d o  l o

podremos super ar, por eso decimos que el límite de esa división

e s
i n f i n i t o

. Y a v e s q u e s e t r a t a d e u n a f o r m a d e d i v i d i r u n

poco p articular, per o que nos permite entender eso de que algo

d i v i d i d o  e n t r e  c e r o  s e  p a r e c e  a  i n f i n i t o .  P o r  c i e r t o ,  s i  s a b e s

algo más de matemáticas, no te conf undas con el límite de la 

f unción 1/
x

cuando 
x

tiende a cer o, porque ese límite es dis -



– 541 –



 
               

tint o si esa f unción tiende a cer o por la derecha (con númer os 

p o s i t i v o s ) ,  e n  c u y o  c a s o  e l  l í m i t e  e s  « m á s  i n f i n i t o » ,  d e  s i

tiende a cer o por la izquierda (con númer os negativos), en cuyo

caso el límite es «menos infinit o». Aquí est amos hablando de 

otr a cosa, 

las mates son muy amp lias

.

Resumiendo

: no se puede dividir entre cer o, per o podemos 

encontr arle ciert o sentido a esa intuición de Bhaskar a de que 

algo dividido entre cer o es infinit o.

V a l e ,  p e r o  s e  n o s  h a  q u e d a d o  u n  a s u n t o  p o r  a h í  c o l g a d o :

¿

q u é  p a s a  c o n  c e r o  d i v i d i d o  e n t r e  c e r o ?

P u e s  l a  v e r d a d  e s

q u e  e l  r e s u l t a d o  d e  e s a  o p e r a c i ó n  e s  i n d e f i n i d o ,  p o r q u e  p o d r í a

d a r  c u a l q u i e r  c o s a .  T e  l o  e x p l i c o  u n  p o c o  c o n  s u c e s i o n e s .

H e m o

s

v i s t o  q u e  l a  d i v i s i ó n  e n t r e  c e r o  e s  u n  l í m i t e ,  h e m o s

d i v i d i d o  p o r  n ú m e r o s  

q

u e  s e  a c e r c a n  c a d a  v e z  m á s  a  c e r o ,  y

h e m o s  p e n s a d o  e n  e l  c e r o  d e l  d e n o m i n a d o r  n o  c o m o  u n  n ú m e -

r o  s i n o  c o m o  e l  l í m i t e  d e  u n a  s u c e s i ó n  d e  n ú m e r o s  c a d a  v e z

m á s  p e q u e ñ o s .  P o r  e j e m p l o ,  1 ,  

1

/
2

,  

1

/
3

,  

1

/
4

,  

1

/
5

,  e t c .  e s  u n a

s u c e s i ó n .  P e r o  n o  e s  l a  ú n i c a .  ¿ Q u é  t e  p a r e c e :  1 ,  

1

/
4

,  

1

/
9

,  

1

/
1 6

, 

1

/
2 5

. . . ?  E s o  t a m b i é n  t i e n d e  a  c e r o ,  s o n  n ú m e r o s  c a d a  v e z  m á s

p e q u e ñ o s . P o d e m o s  p e n s a r  t a m b i é n e n e l c e r o d e l n u m e r a d o r

c o m o  u n  l í m i t e  d e  e s t o s .  Y  s i  d i v i d i m o s  c a d a  n ú m e r o  d e  e s t a

s e g u n d a  s u c e s i ó n  p o r  e l  q u e  c o r r e s p o n d e  e n  l a  p r i m e r a ,  e s

d e c i r ,  1  e n t r e  1 ,  

1

/
4

e n t r e  

1

/
2  

,  

1

/
9  

e n t r e  

1

/
3

,  

1

/
1 6

e n t r e  

1

/
4

. . . ,  l o s

n ú m e r o s  q u e  o b t e n e m o s  s o n :  1 ,  

1

/
2

,  

1

/
3

,  

1

/
4

. . . ,  n ú m e r o s  c a d a  v e z

m á s  p e q u e ñ o s ;  o  s e a ,  q u e  e n  e l  l í m i t e  c e r o  e n t r e  c e r o  v a  a  s e r

c e r o ,  p o r q u e  l o s  r e s u l t a d o s  s o n  c a d a  v e z  m á s  p e q u e ñ o s .  P u e s

b i e n ,  p a r e c e  q u e  c e r o  d i v i d i d o  e n t r e  c e r o  e s  c e r o .  P e r o  n o  n o s
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a c e l e r e m o s : ¿ q u é p a s a s i l o hacemos al revés, est o es, si divi -

dimos los númer os de la primer a sucesión entre los de la se -

gunda, o sea, 1 entre 1, 

1

/
2

ente 

1

/
4

, 

1

/
3

entre 

1

/
9

, 

1

/
4

entre 

1

/
16

? 

Los result ados son: 1, 2, 3, 4,..., cada vez más gr andes, lo que

significa que, en el límite, cer o entre cer o daría: ¡infinit o! P er o

¿qué es est o? ¿Dos result ados dif erentes?

E s p é r a t e ,  q u e  v a s  a  f l i p a r .  O b s e r v a  e s t a  s u c e s i ó n :  2 ,  

2

/
2

, 

2

/
3

,

2

/
4

,

2

/
5

. . . S on n úm er os c ad a ve z m ás p eq ue ño s, t i e nd e n a

cer o. Y si los dividimos entre 1, 

1

/
2

, 

1

/
3

, 

1

/
4

, 

1

/
5

..., el result ado 

e s  s i e m p r e  2 ,  t o d o  e l  r a t o ,  a s í  q u e  e s o  s i g n i f i c a  q u e ,  ¡ e n  e l

límite, cer o entre cer o es 2! En realidad, podemos elegir mane -

r a s  d e  a c e r c a r n o s  a l  c e r o ,  s u c e s i o n e s ,  d e  t a l  f o r m a  q u e ,  a l

dividir los términos correspondientes, el result ado sea el nú -

mer o que  quer amos. P or eso hay que estudiar muy bien cómo 

nos acercamos a l  cer o en e l  denominador y en e l  numer ador,

por eso cer o entre cer o está indefinido y por eso los límites

de la f orma «algo que tiende a cer o» dividido entre «algo que 

tiende a cer o» pueden tener cualquier valor.

¿EL CERO ES PAR? 

Una cosa que me tiene loco es la cantidad de personas 

que se quedan dudando cuando les pregunt o si el cer o 

es p ar o no. P or suerte, nadie me dice que el cer o es

imp ar, per o demasiada gente duda entre si es p ar o si 

es algo «indefinido», o sea, ni p ar ni imp ar, o las dos 

cosas… Supongo que tú lo tienes clar o, per o si alguien 
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de tu ent orno t odavía sigue en el err or y el pecado, te 

dejo aquí una explicación bien sencillit a p ar a que pre -

d i q u e s  e n  t o d o  l u g a r ,  a  t i e m p o  y  a  d e s t i e m p o ,  e l

evangelio de la santísima p aridad del cer o. 

El cer o es p ar, igual de p ar que el dos, el cuatr o o 

el cat orce. Cuando dividimos un númer o entre otr o (con 

la división de númer os enter os, sin decimales ni nada

de eso), obtenemos un cociente y un rest o. El rest o es 

S I E M P R E  m á s  p e q u e ñ o  q u e  e l  d i v i s o r ,  p o r  d e f i n i c i ó n .

V aya, eso lo saben hast a los niños de primaria. Bueno, 

pues al dividir un númer o enter o entre 2, el rest o solo 

puede ser 0 o 1. Si el rest o es 0, es que el númer o (el 

dividendo) es p ar y, si el rest o es 1, es que el númer o 

es imp ar. V ale, pues ent onces 0 entre 2 da como cocien -

te 0 y como rest o 0, por t ant o, es P AR. Hay gente que 

dice: «Y a, per o si divides 0 entre 3, t ambién el rest o

e s  0 ,  e n t o n c e s  ¿ e s  i m p a r ? » .  A  e s a  g e n t e  h a b r í a  q u e

at arla a las ruedas con pinchos del carr o de or o del cer o

y  a r r a s t r a r l a  p o r  c a m i n o s  p l a g a d o s  d e  u n o s .  Q u e  u n

númer o dé rest o 0 al dividirlo entre 3 nos dice que es 

divisible entre 3, no si es p ar o imp ar, no tiene nada 

q u e  v e r  ( e l  6  d a  r e s t o  0  a l  d i v i d i r l o  e n t r e  3  y  n a d i e

duda de que es p ar). La única división que nos impor -

t a p ar a saber la p aridad es entre 2. P or f avor, dif unde 

est a inf ormación p ar a que la gente pueda salvarse cuan -

do llegue el Juicio Final.
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ELEMENTO NEUTRO

:

 

LA ESTRUCTURA DE SEMIGRUPO  

(Atención

:

pe ligro de co lapso mental)

En matemáticas ya sabes que nos gust a usar estructur as

abstr act as y gener ales. Y es ahí donde reside el verda -

der o poder de est a disciplina, un aspect o que se desa -

r r o l l ó  s o b r e  t o d o  e n  e l  s i g l o  

x x

.  D e s d e  e s e  p u n t o  d e

vist a, el cer o no es más que un caso p articular de lo que

l l a m a m o s  « e l e m e n t o  i d e n t i d a d » ,  q u e  d i s t i n g u e  e n t r e

ciert as estructur as algebr aicas que gener alizan la noción

de númer o. Si tienes cinco minut os, te lo cuent o.

Muchas de las estructur as f undament ales en mate -

máticas const an de un conjunt o de element os y oper a -

c i o n e s q u e d e f i n i m o s s o b r e e s o s e l e m e n t o s . Y d e p e n d i e n -

d o  d e  l a s  o p e r a c i o n e s  y  s u  c o m p o r t a m i e n t o ,

car acterizamos esas estructur as. Fíjate en que el cambio

d e  p u n t o  d e  v i s t a  e s  c l a v e :  l o  i m p o r t a n t e  n o  s o n  l o s

element os del conjunt o sino las oper aciones que hacemos

s o b r e e l l o s , d e m o d o q u e e l c o m p o r t a m i e n t o d e l a e s -

t r u c t u r a  q u e d a  d e f i n i d o  p o r  e l l a s  y  p o d e m o s  a p l i c a r

nuestr o conocimient o a muchos conjunt os distint os, sean

sus element os lo que sean, y eso es bien potente.

Una de las estructur as más sencillas se llama «se -

migrupo», que es un conjunt o de element os, lo que sea,
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d a  i g u a l ,  y  u n a  o p e r a c i ó n  s o b r e  e l l o s .  L o  ú n i c o  q u e

p e d i m o s  a  e s a  o p e r a c i ó n  e s  q u e  s e a  b i n a r i a  ( e s t o  e s ,

que se aplique a dos element os y el result ado sea a su 

vez un element o del conjunt o) y que sea asociativa (es 

decir, que si aplico la oper ación a dos element os y al

result ado de eso le vuelvo a aplicar la oper ación junt o 

con un tercer element o, el result ado es el mismo que si 

aplico la oper ación al primer o junt o con el result ado de 

a p l i c a r l a o p e r a c i ó n a l s e g u n d o y a l t e r c e r o ) . E s c r i t o

con p alabr as es un lío, así que te pongo una fórmula: 

si a la oper ación la llamamos * y llamo 
x

, 
y

, 
z

a tres 

element os, lo que quier o decir es que (
x

*
y

)*
z

= 
x

*(
y

*
z

).

Algunas oper aciones que conoces de los númer os, la suma

y l a  mu l t i p l i c a c i ó n ,  s o n  a s o c i a t i v a s ,  y a  h a s  v i s t o  e s t a s

c o s a s  a n t e s .  U n  e j em p l o  c l á s i c o  e s  c o n c a t e n a r p a l a b r a s

o  f r a s e s .  D a  i g u a l  s i  c o n c a t e n o  « E n  u n »  c o n  « l u g a r »

y  e l  r e s u l t a d o  l o  c o n c a t e n o  c o n  « d e  l a  M a n c h a»  q u e  s i

c o n c a t e n o  « E n  u n »  c o n  e l  r e s u l t a d o  d e  c o n c a t e n a r

« l u g a r »  y  « d e  l a  M a n c h a » .  E n  a m b o s  c a s o s  c o n s i g o

« E n  u n  l u g a r  d e  l a  M a n c h a » .  L o s  n ú m e r o s  e n t e r o s

p o s i t i v o s  ( c om e n z a n d o  p o r  e l  1 )  j u n t o  c o n  l a  o p e r a c i ó n

d e  l a  s um a  f o rm a n  u n  s em i g r u p o .

S i  a  u n  s e m i g r u p o  l e  p e d i m o s  q u e  t e n g a  u n  « e l e -

ment o neutr o» o «element o identidad», ent onces logr a -

m o s  u n a  e s t r u c t u r a  l l a m a d a  « m o n o i d e » .  U n  e l e m e n t o

identidad es aquel que, si lo aplicamos en la oper ación 

junt o con cualquier otr o element o 
x

, el result ado es 
x

, 
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o s e a ,  q u e  l a s  c o s a s  s e  q u e d a n  c o m o  e s t á n .  C o n  l a s

fr ases y las letr as, el element o neutr o sería una p alabr a

v a c í a :  c o n c a t e n a r  u n a  p a l a b r a  v a c í a  a  c u a l q u i e r  f r a s e

la deja igual. En el caso de los númer os positivos, con l a

s u m a n o t e n e m o s e l e m e n t o i d e n t i d a d , n o h a y n i n g ú n

númer o positivo que sumado a otr o lo deje igual. P ar a

p a s a r  d e  u n  s e m i g r u p o  a  u n  m o n o i d e  n e c e s i t a m o s  e n

este caso ¡al cer o! Ef ectivamente, si a los enter os posi -

t i v o s  l e s  a ñ a d i m o s  e l  c e r o ,  e n t o n c e s  y a  t e n e m o s  u n

m o n o i d e y  e l  e l e m e n t o i d e n t i d a d  e s e l c e r o . F í j a t e  e n

que, si en lugar de la suma consider amos como oper ación

el pr oduct o, no hace f alt a el cer o p ar a tener un monoi -

de, pues el uno hace de element o identidad.

Y  s i  q u e r e m o s  a v a n z a r ,  p a r a  p a s a r  d e  m o n o i d e  a

grupo, lo que pedimos es que cada element o tenga un 

inverso, est o es, otr o element o t al que al aplicarles la 

oper ación a los dos, el result ado sea el element o iden -

t idad. Con las cadenas de p a labr as eso no es pos ib l e :

dada una cadena cua lqu ier a, no puedo encontr ar otr a

t a l  que a l  concatenar las obtenga la cadena vac ía .  Las

c a d e n a s s e q u e d a n e n m o n o i d e . C o n l o s e n t e r o s y l a

s u m a  t e n g o  q u e  c o n s i d e r a r  l o s  e n t e r o s  n e g a t i v o s ,  y

ent onces sí, porque el element o inverso de 
x

será –
x

, 

ya que, al sumarlos, obtengo cer o, el element o identi -

dad. Los enter os con la suma son un grupo (que es una 

estr uctur a poten tísima en matemáti cas). Con el pr oduc -

t o  n o ,  p u e s  a q u í  l o s  e n t e r o s  n o  t i e n e n  e s t r u c t u r a  d e
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g r u p o ,  h a c e n  f a l t a  f r a c c i o n e s ,  y  p a s a r í a m o s  d e  l o s

enter os a los r acionales, etc. P er o lo vamos a dejar aquí.

L o i m p o r t a n t e d e e s t o e s q u e l o s n ú m e r o s y s u s

oper aciones son casos p articulares de estructur as ma -

t em á t i c a s  muy  p o t e n t e s  y  muy  g e n e r a l e s .  Y  v i é n d o l o s

a s í ,  e l  c e r o  a d q u i e r e  s u  v e r d a d e r a  f u n c i ó n ,  s u  p a p e l

f undament al, ya que es un ejemplo del element o iden -

tidad de una ciert a estructur a. P odría haber empezado 

este capítulo por aquí, per o es demasiado p ar a alguna 

gente: por eso está en este cuadr o con advertencia de 

peligr osidad, porque, aunque no sea p ar a t odo el mun -

do, sí lo es p ar a ti. 



– 587 –



 
          





 
               
      

33

PecadoPecado

E s  e l  p e c a d o  e l  q u e  t r a e  a  S a t a n á s  a l  m u n d o .  ¡ V i v a  e l

pecado! Sin pecado no hay Apocalipsis, porque no hay 

ningún mal que castigar con ríos de lava, no hay bestias 

q u e  d e v o r a n  n i  v e r d u g o s  q u e  m u t i l a n  n i  c a z u e l a s  q u e

asan a los glotones, a las libidinosas, a los perezosos, a 

l a s  a v a r i e n t a s ,  a  l o s  a s e s i n o s ,  a  l a s  l a d r o n a s .  U n  r o l l o ,

v a y a .  S i e m p r e  m e  h a n  g u s t a d o  l o s  c u a d r o s  e n  l o s  q u e

aparecen ilustradas las torturas que sufren los incautos 

en el infierno y la cara de susto que ponen en el Apoca -

lipsis los que saben que van a cocerse en agua hirviendo 

o que los van a despellejar vivos durante toda la eterni -

dad. Hay gente que es aficionadísima al pecado, al mal,

como una especie de protesta libertaria contra las normas

impuestas. T odo bien, estoy de acuerdo. Eso sí, mientras

no fastidiemos a nadie, mientras no provoquemos dolo -

r e s  i n n e c e s a r i o s  o  s u f r i m i e n t o s  e v i t a b l e s .  Q u i e r o  d e c i r

q u e  p e c a d o s  c o m o  m a t a r  a  a l g u i e n ,  s a c a r l e  l o s  o j o s  o

a lgo parec ido no es tán b ien ,  c laro .  Eso,  además  de  pe -

cados gordísimos, son crímenes y provocan un sufrimien -

t o  e x t r e m o .  Q u e  t e  g u s t e n  l a s  g a l l e t a s  d e  c h o c o l a t e  u n

poco más de la cuenta, que a veces salgas con tus colegas
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hasta las tantas o que te deleites tocándote tus partes de 

pis, pues bueno, son pecadillos y sobre todo no podemos

considerarlos un crimen. Así que mientras no se te vaya 

de las manos, todo está en orden. Además, mola bastan -

te esa sensación de placer aumentada por un sentimien -

to como de transgresión.

Y por ahí va lo de los 
pecados

m a t em á t i c o s
. Hay matemáticas

que se hacen por puro placer , que

no sirven para nada, son solo vi -

cio. El orden establecido te dice

que todo tiene que ser útil, servir

para algo o ser aplicable a algu -

na cosa de esas que dan dinero, 

a s í  q u e  e n t r e t e n e r t e  e n  m e n u d e c e s  q u e  n o  s i r v e n  p a r a

nada es una transgresión muy molona. Placerrr , oh, sí,

gustito culpable, juego, cosas inútiles, pérdidas de tiem -

po... Mmm, qué rico, pordiós … 

U n o d e l o s m e j o r e s m a t e m á t i c o s d e l a h i s t o r i a , e l

g r a n  
G o d f r e y  H .  H a r d y

,  q u e  a p r e c i a b a  m u c h í s i m o  l a

b e l l e z a  d e  l a s  m a t e m á t i c a s ,  l o  e x p l i c ó  d e  u n  m o d o  m u y

c h u l o :  « E x i s t e n  d o s  m a t e m á t i c a s :  l a s  m a t e m á t i c a s  a u -

t é n t i c a s  d e  l o s  m a t e m á t i c o s  a u t é n t i c o s ,  y  l a s  q u e  y o

l l a m a r í a  “ m a t e m á t i c a s  t r i v i a l e s ”  a  f a l t a  d e  u n a  p a l a b r a

m á s  a p r o p i a d a .  L a s  m a t e m á t i c a s  t r i v i a l e s  s o n ,  e n  s u

c o n j u n t o ,  ú t i l e s ,  y ,  e n  c a m b i o ,  l a s  m a t e m á t i c a s  a u t é n -

t i c a s  n o  l o  s o n » .
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Gran parte de las matemáticas no se hacen para buscar

una utilidad precisa, es decir , casi nunca desarrollamos teo -

r em as o c o nc ep t os m at e má ti co s p ar a re s ol ve r un pr ob le ma

concreto de la industria, de la física o de la biología. A ver ,

a veces sí que se hace, y entonces hablamos de matemáticas

aplicadas, aquellas que desarrollan métodos con el fin de

resolver ciertos problemas. Y son matemáticas espectacu -

lares, ¿eh?, estupendas. Sin embargo, lo que hacemos la

mayoría de los matemáticos no tiene una utilidad intencio -

nal, explícita, buscada, y tal vez nunca llegue a tener una

aplicación directa. Dentro de estas matemáticas «no apli -

cadas» ocurre que muchas veces sí que, más tarde o más

temprano, lo que se investiga acaba aplicado a cuestiones

inesperadas, tan potentes o más que las de las matemáticas

aplicadas. Es lo que 
Eugene Wigner

(un señor al que le die -

ron el Premio Nobel de Física) llamaba «la irrazonable

eficacia de las matemáticas en las ciencias naturales».

Así pues, hay gente que se dedica a hacer matemáti -

cas sin ninguna intención de que sirva para nada, y en-

cima disfrutan con ello. Pecadores que se entregan a los 

p l a c e r e s  d e  l a  c a r n e  m a t e m á t i c a  c o n  f r u i c i ó n  y  d e l e i t e ,

que babean de gusto inventando juegos matemáticos ¡a 

sabiendas de que no están arreglando los problemas de 

la ciencia y la técnica! Gente impresentable y blandurria

a  l a  q u e  l e  g u s t a  j u g a r  c o n  n ú m e r o s  y  g e o m e t r í a s ,  q u e

pasa las horas enfrascado en cuestiones del todo inútiles,

¡qué asco, de verdad! Pues me incluyo entre ellos.
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Siempre me encantaron los 
juegos matemáticos, las 

m a t e m á t i c a s  r e c r e a t i v a s ,  l o s  p r o b l e m a s  c u r i o s o s ,
m e 

ponen brutito las ecuaciones hermosas y la alegría de lo 

inútil. Y como no hay mayor pecado que inducir a otros

a pecar , aquí mismo te voy a poner unos cuantos ejem -

p l o s d e c o s a s q u e m e g u s t a n y q u e , l a v e r d a d , n o s é s i

sirven para algo ni me importa. En todo caso, te voy a

contar algunos problemas que no están  resueltos, para

que, con suerte, pierdas mucho tiempo y salud intentan -

do resolverlos y tú tampoco lo consigas. En el pecado va

la penitencia, my dear . ¡V iva el mal!

Cuadr ados mágicos

E l  p r i m e r  a r t í c u l o  q u e  p u b l i q u é  e n  u n a  r e v i s t a  m a t e -

m á t i c a  d e  v e r d a d  — d e  e s a s e n i n g l é s  c o n u n o s  e x p e r t o s

q u e  r e v i s a n  t u  a r t í c u l o  p a r a  v e r  s i  e s t á  t o d o  b i e n ,  y  q u e

l u e g o  p u e d e s  p o n e r  e n  t u  c u r r í c u l u m  c o m o  u n a  c o n t r i -

b u c i ó n a  l a  c i e n c i a  m a t e m á t i c a —  f u e  s o b r e  c u a d r a d o s

mágicos concéntricos. Me encantó escribir este trabajo.

S i n  e m b a r g o ,  n o  s i r v e  p a r a  n a d a  y  n o  h a  s i d o  c i t a d o

p o r  n a d i e ,  l o  c u a l  e s  u n a  p e n a ,  p o r q u e  e l  t e m a  m o l a

b a s t a n t e .  V a m o s ,  q u e  e s  u n  p e c a d o  e n  t o d a  r e g l a ,  y  d e

l o s  g o r d o s ,  q u e  m e  m u e r o  d e  g a n a s  d e  c o m p a r t i r  c o n -

t i g o p a r a q u e t e m e t a s a p e c a r c o n  l o s c u a d r a d o s m á -

g i c o s , q u e s o n l o s p r i m o s g u a i s d e l o s s u d o k u s ( l o s

s u d o k u s n o  m e  g u s t a n  m u c h o ,  p e r o  m e  c a e  b i e n  l a  g e n -

t e  q u e  l o s  h a c e ) .
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Los cuadrados mágicos son una de esas cosas con las

que la gente lleva perdiendo el tiempo desde varios siglos

antes de Cristo. El más antiguo 
tiene su origen en Chi -

na
y cuenta la leyenda que un emperador lo encontró en 

e l  c a p a r a z ó n  d e  u n a  t o r t u g a .  S e  l l a m a  L o  S h u  y ,  s i  m e

gustasen los tatuajes, me lo tatuaría en algún lugar pe -

c a m i n o s o  ( s e g u r o  q u e  h a c e r s e  t a t u a j e s  m a t e m á t i c o s  e s

pecado también). Escrito con números de los de ahora, 

Lo Shu es así:

2 9 4

7 5 3

6 1 8

Como ves, se trata de una cuadrícula de tres por tres 

( s e d i c e p o r e s o q u e e s u n c u a d r a d o d e o r d e n t r e s ) c o n

números dentro. Lo importante en un cuadrado mágico 

e s  q u e  l o s  n ú m e r o s  d e  c a d a  f i l a ,  c o l u m n a  y  d i a g o n a l

sumen exactamente lo mismo (compruébalo en Lo Shu).

Esa es la gracia. Se meten los números del 1 al n

2

en un 

cuadrado de n por n casillas y a ver cómo los distribui -

m o s  p a r a  q u e  c a d a  f i l a ,  c o l u m n a  y  d i a g o n a l  s u m e n  l o

mismo. Por si te lo estás preguntando, hay cuadrados de

todos los órdenes, o sea, cuadrículas tres por tres, cuatro

por cuatro, cinco por cinco, etc. Menos dos por dos, de 
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e s o s  n o  h a y  ( e s  f á c i l  v e r  p o r  q u é ) .  E x i s t e n  m u l t i t u d  d e

métodos para construir cuadrados mágicos de todos los 

órdenes, 
algunos de ellos superingeniosos

. Por supuesto,

hay muchas variantes. Hay quien en lugar de los núme -

r o s  d e l  1  a l  n

2

p o n e  o t r o s ,  p o r  e j e m p l o  n ú m e r o s  q u e

forman una sucesión aritmética o números primos. Hay

quien, en lugar de hacer que la suma de la filas, columnas

y  d i a g o n a l e s  s e a  l a  m i s m a ,  l o  q u e  b u s c a  e s  q u e  e l  p r o -

ducto sea el mismo. Hay mucho pecador en este tema,

la verdad.

E n  e l  a r t í c u l o  q u e  e s c r i b í  h a b l a b a  e x a c t a m e n t e  d e

cuadrados mágicos concéntricos. T e voy a contar lo que 

son, para invitarte a pasar unos buenos ratos de lujuria 

numérica. Fíjate en este cuadrado mágico de aquí:

35 1

3

33 7 32

6 26 13 12 23 31

29 15 20 21 18 8

9 19 16 17 22 28

27 14 25 24 11 10

5 36 34 4 30 2
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Es un cuadrado mágico, te lo aseguro, y puedes com -

probarlo sumando las filas, las columnas y las diagona -

les. Y es de orden 6, con los números del 1 al 36 sin re -

petir ninguno. Recibe el nombre de «concéntrico». ¿Por

qué? Pues porque si vas «pelando» las casillas exteriores,

lo que queda son cuadrados mágicos todo el rato. A este

en concreto, si le quitas las casillas exteriores, queda un 

cuadrado mágico de orden 4:

26 13 12 23

15 20 21 18

19 16 17 22

14 25 24 11

Suma las filas, las columnas y las diagonales, y flipa: 

dan todas 74. Eso sí, súmalas mentalmente o como mu -

cho a mano; como cojas la calculadora para esto te es -

p e r a n  e n  e l  p u r g a t o r i o  7 4  l a t i g a z o s  d i a r i o s  c o n  l á t i g o s

llenos de espinas untadas en ácido venenoso, sal y sangre

de lagartos enfermos.

¿Y cómo se construye este tipo de maravilla concén -

trica? Pues eso es precisamente lo que contaba en el ar -

tículo que no se leyó nadie pero me hizo mucha ilusión 

escribir . Lo mejor es empezar con un cuadrado mágico 
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d e  o r d e n 3  ( L o S h u e s  d e l o  m e j o r c i t o ) p a r a  c r e a r  c u a -

drados mágicos concéntricos de órdenes impares (5, 7, 

9 . . . ) , o c o n u n c u a d r a d o m á g i c o d e o r d e n 4 s i l o q u e

quieres es construir cuadrados mágicos concéntricos de 

órdenes pares (recuerda que cuadrados mágicos de orden

2 no hay). Lo primero primerísimo que hay que hacer es

s u m a r  2 n +  2  a  c a d a  n ú m e r o d e l  c u a d r a d o c o n  e l  q u e

e m p i e z a s ,  d o n d e  n e s  e l  o r d e n  d e  e s e  c u a d r a d o  i n i c i a l .

V a m o s ,  q u e  s i  e m p i e z a s  p o r  o r d e n  3 ,  s u m a s  8  a  c a d a

número, y si empiezas por orden 4, pues sumas 10. Así 

te queda un cuadrado mágico con números más grande -

citos. Lo rodeas con una corona de casillas vacías, y ahí 

h a y  q u e  c o l o c a r  l o s  n ú m e r o s  d e l  1  a l  2 n +  2  y  l o s  d e l  

n

2

+ 2 n + 3 al n

2

+ 4 n + 4. Pooor ejemplo, si has comen -

z a d o  c o n  o r d e n  3 ,  e n  l a s  c a s i l l a s  d e  l a  c o r o n a  e x t e r i o r

d i s p ó n  l o s  n ú m e r o s  d e l  1  a l  8  y  d e l  1 8  a l  2 5 .  ¿ Y  c ó m o

los colocas? Pues puedes hacer dos cosas: ir probando, 

que es bien divertido, o leer algún artículo en el que se

ofrezcan métodos generales. ¿Adivinas quién ha podido 

escr ib i r  a lgo as í?  Y s i  t i enes  suf ic ientes  ganas  de  pecar ,

puedes generar tu propio método a base de ir probando.

En serio, es bastante divertido. Para que ensayes, te dejo

a continuación un Lo Shu con los números aumentados;

te toca a ti colocar los números del 1 al 8 y del 18 al 25. 

¡Suerte!
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10 17 12

15 13 11

14 9 16

Como puedes imaginar , 
la diversión aquí es infinit a

. 

Una vez que tengas construido el de orden 5, que tendrá

los números del 1 al 25, prueba a crear uno de orden 7. 

Para eso, ahora n vale 5, así que sumas 12 a cada núme -

r o  q u e  y a  t i e n e s  p u e s t o  y  l u e g o  t e  f a l t a r á n  p o r  c o l o c a r

los números del 1 al 12 y del 38 al 49 en la nueva coro -

n a  d e  c a s i l l a s  v a c í a s .  Y  a s í  p u e d e s  s e g u i r  h a s t a  q u e  t e

canses. Ojalá nunca te canses.

6174, el númer o del pecado

H a y  u n  m a t e m á t i c o  i n d i o  l l a m a d o  
D a t t a t r e y a  R a m a -

chandr a Kaprekar
(trata de decirlo tres veces al derecho 

y al revés con un mazapán en la boca y , si lo consigues, 

se te aparece Pitágoras) que vivió entre 1905 y 1986, y 

nos dejó algunas cosas muy interesantes sobre los núme -

r os con la s q ue vam os a jug ar un poc o. T e l o v oy a p one r

por pasos, para que resulte bieeen facilito.
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• Para empezar , toma un número cualquiera de cua -

tro cifras. Da igual si alguna cifra es cero, incluso

la primera. Por ejemplo, la fecha de tu cumpleaños.

El mío es el 24 de junio (que no se te olvide felici -

tarnos a Messi y a mí). O sea, escojo el 2406.

•  A continuación, forma el número más grande que 

puedas con esas cifras y también el más pequeño. 

En mi caso son el 6420 y el 0246. No te pone ner -

vioso que uno empiece por cero, ¿no? En serio que

no pasa nada.

•  Ahora, resta los dos números que has obtenido en 

e l  s e g u n d o  p a s o .  E n  m i  c a s o  e s  6 4 2 0  -  0 2 4 6 ,  q u e

da 6174.

•  Para terminar , con este número nuevo que has ob -

tenido, vuelve al segundo paso, y así una y otra vez

hasta que en un momento dado obtengas siempre 

el mismo número.

¿ Y  c u á l  e s  e s e  n ú m e r o  a l  q u e  l l e g a s  y  d e l  q u e  n o

puedes salir?
Pues el 6174. T e pongas como te pongas, 

SIEMPRE llegas al 6174, que se conoce como «constan -

te de Kaprekar», y llegas a él empieces con el número de

cuatro cifras con el que empieces, siempre (bueno, casi; 

sigue leyendo). ¡Cómo me gustaría que hubiera un nú -
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mero así de guay con mi nombre! (Eso se llama «pecado

de soberbia», que mola menos que la lujuria, pero más 

que la ira.) Kaprekar no solo probó que siempre llegas

a l  6 1 7 4 ,  s i n o  q u e a d e m á s  d e m o s t r ó  q u e  n u n c a  v a s  a

n e c e s i t a r m á s d e s i e t e p a s o s , o s e a q u e , s i a l c a b o d e o c h o

iteraciones de los pasos indicados no has llegado a 6174,

repasa las restas, por favor . Muy bonito el tema, puedes 

usarlo en tus reuniones familiares para aburrir a tus se -

res queridos.

S i h a s  n a c i d o  e l 1 1  d e  n o v i e m b r e ,  t e h a b r á s d a d o

cuenta de que con los números que tienen todas las cifras

iguales, en el paso dos se obtiene el cero y de ahí ya no 

sales. Se trata de excepciones, que no me gustan en ab -

soluto y , a pesar de ello, convivo con ellas; es una virtud 

que se suele denominar «templanza».

E l  n ú m e r o  6 1 7 4  e s  u n a  c o n s t a n t e  d e  K a p r e k a r  d e

c u a t r o  c i f r a s .  P e r o  ¿ q u é  p a s a  c o n  l o s  n ú m e r o s  d e  d o s ,

tres, cinco o más cifras?

V e r á s , l o s d e d o s c i f r a s y l o s d e t r e s t e l o s d e j o

p a r a  q u e  l o  i n t e n t e s  p o r  t u  c u e n t a .  S i  n o  t e  s a l e

nada, puedes mirar las soluciones al final del libro,

pero te aconsejo que lo hagas por tu cuenta, que 

es chulo.
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Con cinco cifras no hay ningún número al que, cuand o

l l e g a s ,  y a  t e  q u e d e s ,  p e r o  s í  v a r i o s  c i c l o s  a  l o s  q u e ,  d e -

p e n d i e n d o  d e  p o r  q u é  n ú m e r o  e m p i e c e s ,  a c a b a s  l l e g a n -

d o  y  d e  a h í  n o  s a l e s .  S e  d i c e  q u e  c o n  c i n c o  c i f r a s  e l

p r o c e s o  d e  K a p r e k a r  t i e n e  t r e s  c i c l o s  ( p o r  e j e m p l o ,  e l

5 3  9 5 5  → 5 9  9 9 4  → 5 3  9 5 5  y  o t r o s  d o s  m á s  l a r g o s )  y

ningún punto fijo (con cuatro cifras no hay ciclos y solo

u n  p u n t o  f i j o ,  e l  6 1 7 4 ) ; c o n  s e i s  h a y  d o s  p u n t o s  f i j o s  y

u n  c i c l o ;  c o n  s i e t e  c i f r a s  n o  h a y  p u n t o s  f i j o s  y  s o l o  u n

c ic lo… V amos,  que  es  una locura  todo e l  asunto.  Y más

s i ,  e n  l u g a r  d e  c o n s i d e r a r  n ú m e -

r o s en base 10, de los nuestros de

t o d a l a  v i d a ,  l o s  c o n s i d e r a s  e n

o t r a s  b a s e s .  U n a  g o z a d i t a  q u e

a d e m á s  n o  s i r v e  p a r a  n a d a .

K a p r e k a r  t r a b a j ó  e n  m u c h a s

o t r a s  c o s a s  d e  e s t e  t i p o :  a d e m á s

de la constante de Kaprekar , exis -

t e  e l  n ú m e r o  d e K a p r e k a r ,  y  t a m -

b i é n  s e  d e d i c ó  a  l o s  n ú m e r o s  h a r s h a d .  Har s h ad s i g n i f i -

c a  « f e l i c i d a d »  e n  s á n s c r i t o  y  r e c i b e n  e s t e  n o m b r e

a q u e l l o s  n ú m e r o s  d i v i s i b l e s  p o r  l a  s u m a  d e  s u s  d í g i t o s .

Por ejemplo, el 12, que es divisible entre 3 (que es 1 + 2 ) .

Los números harshad son 
muy divertidos

(para aquellos

a  q u i e n e s  l e s  d i v i e r t a n  e s t a s  c o s a s ,  c l a r o )  y  c o n  e l l o s  s e  

p u e d e n  f o r m u l a r  p r e g u n t a s  i n t e r e s a n t e s ,  a s í  q u e  v a m o s

a  e l l o .
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Los factoriales se obtienen multiplicando un nú -

m e r o  p o r  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  m á s  p e q u e ñ o s  q u e

él, y se expresan con el signo de exclamación. Por

ejemplo, 6! = 6 · 5 · 4 · 3 · 2 · 1. OK, entonces los 

factoriales tienen muchos divisores, como puedes

ima ginar , y podría parece r que cualquie r fact orial

e s  u n  n ú m e r o  h a r s h a d .  P o r  e j e m p l o ,  6 !  e s  7 2 0 ,

cuyos dígitos suman 9, y claramente 720 es divi -

sible entre 9, así que 6! es harshad. Pero no siem -

pre es oro todo lo que reluce, mi valiente aprendiz.

De hecho, NO todos los factoriales son harshad. 

¿ P o d r í a s e n c o n t r a r e l m e n o r f a c t o r i a l q u e n o e s

harshad?

   

Conjetur a de Collatz

S i  t e  h a n  g u s t a d o  l o s  n ú m e r o s  d e  K a p r e k a r  y  u s a r  u n

procedimiento con números que te lleve a un callejón sin

salida, entonces tienes que conocer la conjetura de Co -

llatz. Se trata de un problema sencillísimo de plantear y

endiabladamente difícil de resolver , tanto que todavía no

ha sido resuelto, por lo que hay cientos de matemáticos

profesionales y aficionados estrujándose el cerebro para

doblegarlo. Desde luego, en el Apocalipsis Matemático,

la conjetura de Collatz aparecerá por algún lado lanzan -

d o  f l e c h a s  d e  f u e g o  y  c a r c a j e á n d o s e  d e  l a  h u m a n i d a d .
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E l  p r o c e s o  d e  C o l l a t z  e s  a ú n  m á s  s e n c i l l o  q u e  e l  d e

Kaprekar . T oma un número cualquiera, el que quieras, 

de las cifras que desees, y comienza el proceso:

S i  e l  n ú m e r o  e s  p a r ,  d i v í d e l o  e n t r e  2 .  S i  e s  i m p a r ,

multiplícalo por 3 y súmale 1 al resultado. Por ejemplo, 

s i  e m p i e z a s  p o r  e l  7 ,  o b t i e n e s  2 2 .  Y  s i  l o  h a c e s  p o r  8 ,

obtienes 4.

Con el número que has obtenido en el paso anterior , 

repite el mismo procedimiento.

S i g u i e n d o  e s t o s  p a s o s  u n a  y  o t r a  v e z ,  C o l l a t z  d e c í a

que siempre llegas al 1, y , claro, siguiendo el proceso, del

1 vas al 4, del 4 vas al 2 y del 2 vas de nuevo al 1, con

lo que estás atrapado para siempre. Y Collatz y su con -

jetura se ríen de ti por toda la eternidad.

3 

→

10 

→

 5 

→

16

→

 8 

→

4 

→

 2 

→

1 

P er o ¿en serio que siempre se llega al 1?
Pues exac -

tamente eso es lo que dice la conjetura, que sí, que no hay

manera de escapar . Sin embargo, hasta el momento nadie

h a  c o n s e g u i d o  d e m o s t r a r  s i  r e a l m e n t e  e s  a s í  o  n o .  T e

aseguro que se ha intentado muchas veces y el procedi -

miento se ha probado con cantidades enormes de núme -

ros. Se ha llegado hasta números de más de veinte cifras

y todos, absolutamente todos, llegan hasta el 1-4-2-1 del

infierno. ¡Y aquí cuidadito! Mucha gente pensar á « p u e s
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s i  y a  s e  h a  v i s t o  p a r a  t o d o s  e s o s  t r i l l o n e s  d e  n ú m e r o s ,

entonces seguro que es verdad». ¡Pecado mortal! En ma -

t e m áticas no aseguramos nada hasta que no esté demos -

t r a d o ,  y  e s t o  n o  l o  e s t á ,  a s í  q u e  s e g u i m o s  i g u a l .

Y  n o  e s  p o n e r s e  e s t u p e n d o s ,  e s  q u e  l a s  m a t e m á t i c a s

s e  b a s a n  e n  e l  r i g o r ;  d e  l o  c o n t r a r i o ,  s e  q u e d a n  e n  n a d a ,

y  n o  q u e r e m o s  s o r p r e s a s .  Y a  h a  h a b i d o  c o n j e t u r a s  q u e

s e  h a b í a n  c o m p r o b a d o  p a r a m u c h í s i m o s  n ú m e r o s  y  r e -

s u l t a r o n  s e r  f a l s a s .

L a  m á s  f a m o s a  d e  e l l a s  e s  l a  c o n j e t u r a  d e  P o l y a ,  q u e

d e c í a  q u e  l a  c a n t i d a d  d e  n ú m e r o s  m e n o r e s  q u e n c o n

u n  n ú m e r o  i m p a r  d e  d i v i s o r e s  e r a  a l  m e n o s  t a n  g r a n d e

c o m o  l a  c a n t i d a d  d e  n ú m e r o s  m e n o r e s  q u e  n c o n  u n

n ú m e r o  p a r  d e  d i v i s o r e s ,  y  e s o  p a r a  t o d o  n .  P u e s  b i e n ,

e s t o  s e  d e m o s t r ó  p a r a  m i l l o n e s  y  m i l l o n e s  d e  n ú m e r o s

h a s t a  q u e  l l e g ó  u n  s e ñ o r  l l a m a d o  
H a s e l g r o v e

( p a r e c e u n

n o m b r e d e  l a  s a g a  H a r r y  P o t t e r ,  l a  v e r d a d )  y  p r o b ó

q u e  l a  c o n j e t u r a  t e n d r í a  u n  c o n t r a e j e m p l o ,  o  s e a ,  q u e

h a b í a  u n  n p a r a  e l  q u e  N O  s e  c u m p l í a ,  y  e s t i m ó  q u e  e s e

n d e b í a  d e  t e n e r  m á s  d e  t r e s c i e n t a s  s e s e n t a  c i f r a s .

E n o r m e ,  v a y a .  M u c h o  t i e m p o  d e s p u é s ,  s e  h a n  h a l l a d o

c o n t r a e j e m p l o s  m á s  p e q u e ñ o s ,  e l  m e n o r  d e  l o s  c u a l e s

e s  e l  9 0 6  1 5 0  2 5 7 .  A s í ,  l a  c o n j e t u r a  d e  P o l y a  e s  u n

r e c o r d a t o r i o  p e r m a n e n t e  p a r a q u e n o n o s d e j e m o s l l e -

v a r  p o r  e l  p e c a d o  d e  l a  p e r e z a ,  d e  m o d o  q u e ,  h a s t a  q u e

a l g o  n o  e s t é  d e m o s t r a d o ,  n o  l o  a d m i t i m o s  c o m o  v e r d a -

d e r o  o  c o m o  f a l s o .
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El pr oblema de Basilea

No todos los pecados matemáticos son jueguecitos ino -

centes, cosas sin importancia o problemas más o menos 

entretenidos que aún no tienen solución. A los matemá -

ticos también nos emocionan las ecuaciones, los proble -

mas o las demostraciones especialmente bellas, y en cada

rincón del mundo de esta ciencia hay maravillas de estas,

que  ta l  vez  no son lo  más  út i l  de l  mundo,  pero  que  re -

m u e v e n  n u e s t r o  c o r a z o n c i t o  m a t e m á t i c o .  U n a  d e  e l l a s

es, sin duda, el problema de Basilea. Cosa fina. Y o creo 

que es mi problema favorito.

El problema de Basilea lo planteó un señor italiano

llamado 
Pietr o Mengoli

en 1650, y tiene que ver con sumas

infinitas. El planteamiento del problema no es difícil, y

su solución, que tardó más de cien años en llegar , es un

b on it o d ia m an t e m at e má t ic o. T e l o c ue n to . R e su lt a q u e

si uno suma los inversos de todos los números naturales,

lo que en matemáticas se llama «serie armónica», o sea:

1 + ½ + ⅓ + ¼ + ⅕ + …   

… y así infinitos sumandos, el resultado es ¡infinito! Algo

bastante flipante, pero también bastante sencillo de de -

m o s t r a r  ( h o y  e n  d í a )  y  q u e  f o r m a  p a r t e  d e  c u a l q u i e r

curso de análisis matemático. La primera demostración 

de este hecho la llevó a cabo 
Nicolás Oresme

en torno al 

año 1350, y se considera uno de los hitos de la historia 

de las matemáticas medievales.
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Una demostr ación sencilla es la siguiente:

Comenzamos con la serie armónica. Si sustituimos

en los denom inadore s cada número que no es una

potencia de dos por la siguiente potencia de dos más

cercana (por ejemplo, sustituimos ⅓ por ¼), obte -

nemos una serie cuyos elementos son iguales o me -

n o r e s q u e l o s d e l a o r i g i n a l , c o m o v e s a c o n t i n u a c i ó n :

1 1 1 1 1 1 1 1

1 + — + — + — + — + — + — + — + — + . . .

2 3 4 5 6 7 8 9

1 1 1 1 1 1 1 1

1 + — + — + — + — + — + — + — + — + . . .

2 4 4 8  8  8 8 16

Pues bien, ahora suma juntos los sumandos igua -

les, lo que te dará como resultado ½ todo el rato,

y sumar infinitas veces ½ está claro que es infinito:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 +

(

—

)

+

(

— + —

)

+

(

— + — + — + —

)

+

(

— + . . . + —

)

+ . . .

2 4 4 8 8 8 8 16 1 6

1 1 1 1

= 1
+ — + — + — + — + . . . =  ∞

2 2 2 2

Y  s i  e s t a  s e r i e ,  c u y o s  e l e m e n t o s  s o n  m á s  p e -

queños, da como resultado infinito, por fuerza la 

serie armónica también debe darlo.
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El señor italiano este, 
Pi et r o M en go li

, trabajó en la serie

armónica y se preguntó qué pasaría si en lugar de consi -

derar cada uno de los números naturales, tenemos en cuen -

t a s u s c u a d r a d o s , e s d e c i r , q u e , c o m o q u i e n n o q u i e r e l a

cosa, se preguntó cuánto valdría la suma infinita

1 + 1/2

2

+ 1/3

2

+ 1/4

2

+ 1/5

2

+ … 

… y así infinitos sumandos. Y a en la época de Mengoli 

s e  s a b í a  q u e  l a  s u m a  d e  l a  s e r i e  a r m ó n i c a  e r a  i n f i n i t a ,

aunque se sumen cosas cada vez más pequeñas, así que 

tenía lógica pensar que si se sumaban los inversos de los 

c u a d r a d o s  d e  l o s  n ú m e r o s ,  q u e  t a m b i é n  s o n  i n f i n i t a s

c o s a s  c a d a  v e z  m á s  p e q u e ñ a s ,  l a  h i s t o r i a  s e r í a  m á s  o

m e n o s  i g u a l .  S e  p u s o  a  e l l o ,  p e r o ,  p o r  d e s g r a c i a ,  n o  l e

salió bien.

C i e n  a ñ o s  m á s  t a r d e ,  e n  l a  c i u d a d  s u i z a  d e  B a s i l e a ,

hogar de la saga más espectacular de matemáticos que

ha habido en la historia (los Bernoulli), otro matemático

llamado 
L e o n h a r d E u l e r

resolvió el problema de Mengo -

li, que, a partir de entonces, pasó a denominarse «pro -

blema de Basilea».

Pues bien, lo que Euler demostró es que la suma de

los inversos de los cuadrados de todos los números na-

turales no es para nada infinita, sino que, por el contra -

r i o , s e t r a t a d e u n n ú m e r o f i n i t o y , d e h e c h o , b a s t a n t e

pequeño. Resulta que la suma de infinitos términos vale 
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exactamente 



2

/6. Detengámonos un momento para re -

flexionar sobre ello, por favor . No solo es que esa suma 

de infinitos términos dé una cosa que es ¡más pequeña

q u e  2 ! ,  l o  c u a l  y a  e s  b a s t a n t e  f l i p a n t e ,  s i n o  q u e  e n  e l

resultado de esa suma aparece exactamente el cuadrado 

d e  



,  n ú m e r o  m e d i o  m á g i c o ,  i r r a c i o n a l  y  t r a s c e n d e n t e

que es la relación entre la longitud de una circunferencia

y su diámetro. La conexión entre esa suma y el número 



 

e s  t a n  s o r p r e n d e n t e ,  i n e s p e r a d a  y  h e r m o s a  q u e  e s  u n o

de l os m ay or es p ec ad os de l os m at em á tic os . Ha y mu ch as ,

muchísimas demostraciones de este hecho, desde la ori -

ginal de Euler hasta la más elemental de Cauchy pasan -

do por el uso de series de Fourier o la identidad de Par -

seval. No son demostraciones  demasiado complicadas, 

pero sí lo suficiente como para no escribirlas aquí. Si el 

demonio de las matemáticas lleva tatuajes, os puedo ase -

g u r a r  q u e  e s t a  i d e n t i d a d  l a  t i e n e  g r a b a d a  c o n  t i n t a  e n

algún lugar privilegiado de su satánico cuerpo.

1  

+

1 / 2

2  

+

1 / 3

2

 

+

1 / 4

2

 

+

1 / 5

2

 

+

. . .  =  



2

/ 6
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5 5 

L os veintitrés jinetes  L os veintitrés jinetes  

del del 

ApocalipsisApocalipsis

Los jinetes del Apocalipsis arrasarán la T ierra con su vien -

to de hambre, muerte, guerra y peste. Son los heraldos de

la destrucción y el dolor . T ras la apertura de los primeros

c u a t r o s e l l o s d e l p e r g a m i n o d i v i n o , l o s j i n e t e s y s u s c a b a -

l l o s  s e  d e s b o c a r á n  p o r  e l  m u n d o  a n u n c i a n d o  e l  J u i c i o

Final, en el que distinguirán a los  justos de los pecadores

y s em br a rá n la d es ol a ci ón . Un p an o ra ma m ar av i ll os o so lo

comparable  a l  sent imiento  de  angust ia  que  genera  una

hoja llena de problemas matemáticos por resolver .

Los pr oblemas son el mot or 

d e  l a s  m a t e m á t i c a s
,  e s t í m u l o s

p a r a  l a  c r e a t i v i d a d ,  r e t o s  i n t e -

l e c t u a l es . D a l e a u n m a t e m á ti c o

u n  b u e n  d i l e m a  y  t e  l o  a g r a d e -

cerá por siempre jamás. De he-

cho, hay colegas que entienden 

l a  h i s t o r i a  d e  l a  d i s c i p l i n a  e n

f u n c i ó n  d e  l o s  p r o b l e m a s  m á s

relevantes que se han ido suce -

d i e n d o  a  l o  l a r g o  d e  l o s  s i g l o s ,  a q u e l l o s  e n  l o s  q u e  l a

c o m u n i d a d  m a t e m á t i c a  d e b e r í a  c e n t r a r  s u s  e s f u e r z o s
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de b id o a que su s ol uc ió n no s ab ri r á las pu er ta s a cu e s -

tiones más profundas o porque en el camino a su reso -

lución se obtendrán beneficios significativos.

P er o ¿qué hace que un pr oblema sea más import an -

t e  q u e  o t r o ?
N o  e s  f á c i l  r e s p o n d e r  a  e s t a  c u e s t i ó n ,  a

veces incluso a pesar de tener un profundo conocimien -

to matemático o al menos de alguna de sus áreas. Siem -

pre es complicado decidir cuáles son  las direcciones de

investigación más relevantes o los dilemas más valiosos.

Las matemáticas son una disciplina vastísima (creo que 

quien no se dedica a ellas no puede ni sospechar su in -

mensidad), con gran cantidad de áreas. 

En la clasificación oficial de temas matemáticos que 

los investigadores consultamos para situar nuestros ar -

tículos hay más de tres mil áreas y subáreas diferentes,

y cada uno  de esos apartados tiene múltiples problemas y  

l í n e a s  d e  i n v e s t i g a c i ó n .  E s  u n  m u n d o  d e s c o m u n a l  e

i n mensamente variado y los problemas son prácticamen -

t e  i n f i n i t o s .  Y  e s a  i n m e n s i d a d  e s  u n o  d e  s u s  m a y o r e s

atractivos.

Mucha gente habla de problemas matemáticos cuan -

d o  e n  r e a l i d a d  s e  r e f i e r e  a  e j e r c i c i o s :  c u e s t i o n e s  q u e  s e

sabe perfectamente cómo se resuelven pero que se plan -

tean a los estudiantes del  nivel que sea (desde primaria 

hasta los cursos de doctorado de las universidades) para

ir entrenando sus habilidades matemáticas. No es de esto

d e  l o  q u e  h a b l o  a q u í  c u a n d o  d i g o  « p r o b l e m a » .  O  s e a ,
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que eso de «Problema 1: un tren sale de Logroño a una 

velocidad...» es más bien un ejercicio.

Por ejemplo, ¿te atreves con este problema?  

Una madre tiene veinticinco años más que su hijo.

Dentro de siete años la madre tendrá cinco veces 

la edad del hijo. ¿Dónde está el padre en este mo -

mento?

Otras veces hablamos de problema cuando tenemos 

una situación científica o tecnológica (una obra de inge -

n i e r í a  o  a l g o  p o r  e l  e s t i l o )  y  n e c e s i t a m o s  m a t e m á t i c a s

p a r a r e s o l v e r l a . L a i n m e n s a m a y o r í a d e l a s o c a s i o n e s

este tipo de cuestiones se resuelven con matemáticas ya 

conocidas a las que ponemos manos a la obra para hacer

cá lcu los ,  es tadís t i cas ,  ecuac iones  d i ferenc ia les  o  lo  que

s e a  n e c e s a r i o .  A  v e c e s  h a c e  f a l t a  a d a p t a r  u n  m é t o d o

que ya se conocía o realizar variaciones nuevas de pro -

cedimientos usados en otras situaciones de manera más 

o menos parecida. Aquí ya hay algo de desarrollo mate -

m át ic o , qui zá nov ed oso ,  e n  o cas ion es mu y d i f í c i l (m ás

difícil que los ejercicios de la universidad), pero de nue -

vo no es exactamente esto lo que queremos decir cuando

hablamos de problemas matemáticos. Cuando hay que
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calcular , por ejemplo, las fuerzas sobre la estructura de 

u n e d i f i c i o , p u e d e r e s u l t a r d i f i c i l í s i m o , p e r o e l d e s a r r o l l o

matemático que se precisa es conocido (al menos por el 

arquitecto, o eso esperan los que van a vivir ahí).

U n  p r o b l e m a  m a t e m á t i c o  d e  v e r d a d  e s  a l g o  q u e  t o -

d a v í a  n a d i e  h a  s a b i d o  s o l u c i o n a r ,  q u e  e s t á  s i n  r e s o l v e r ,

y  q u e  i n c l u s o  n i  s e  s a b e  s i q u i e r a  c ó m o  a t a c a r ,  q u é  h a y

q u e  h a c e r  p a r a  c o n s e g u i r  s u  s o l u c i ó n .  E n  n u e s t r o  t r a -

b a j o ,  l o s  m a t e m á t i c o s  m u c h a s  v e c e s  n o s  e n c o n t r a m o s

c o n  q u e  l a  t e o r í a  « s e  a c a b a » ,  n o  s a b e m o s  s i  p o d e m o s

g e n e r a l i z a r  c o s a s  q u e  y a  c o n o c e m o s  p a r a  c o m p r e n d e r

c u e s t i o n e s m a t e m á t i c a s n u e v a s , y n o s p r e g u n t a m o s p o r

relaciones entre objetos matemáticos o por ideas nuevas

q u e  n o s  p e r m i t a n  r e s p o n d e r  a  p r e g u n t a s  q u e  s u r g e n  e n

el desarrollo de las matemáticas. Muchas veces son pre -

g u n t a s  q u e  p a r e c e n  t o n t a s ,  q u e  d e s d e  f u e r a  d e l  f r i k i -

m u n d o  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  p u e d e n  a p a r e n t a r  s e r  a b s u r -

d a s  y  s i n  i m p o r t a n c i a ,  p e r o  q u e  m u c h a s  v e c e s  e s c o n d e n

v e r d a d e r o s  t e s o r o s .  E n  o t r a s  o c a s i o n e s  e s t á  c l a r o  q u e

l l e g a r  a l  f o n d o  d e  u n a  c u e s t i ó n  n o s  v a  a  p e r m i t i r  h a c e r

a v a n c e s  p r o f u n d o s  e n  l a  c o m p r e n s i ó n  d e  l a s  m a t e m á t i -

c a s  e n  g e n e r a l .

Hay al menos dos tipos de problemas fundamentales

en matemáticas. El primero lo conforman aquellas cues -

t i o n e s  q u e  n o s  p e r m i t e n  c o n e c t a r  d i s t i n t a s  á r e a s  d e  e s t a

c i e n c i a ,  q u e  n o s  h a c e n  d a r n o s  c u e n t a  d e  q u e  p o d e m o s

trabajar determinado objeto matemático desde diversas 
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á r e a s  y  a p l i c a r  t é c n i c a s  d e  u n  á r e a  a  o t r a  y  v i c e v e r s a .

Probablemente esos son los resultados más importantes

d e  l a s  m a t e m á t i c a s .  E l  o t r o  t i p o  s o n  c u e s t i o n e s  d e  c l a -

s i f i c a c i ó n ,  o  s e a ,  s e r  c a p a c e s  d e  d e s c r i b i r ,  p o r  e j e m p l o ,

c u á n t o s  t i p o s  d e  e c u a c i o n e s  h a y ,  o  c u á n t o s  t i p o s  d e  f i -

guras geométricas, o lo que sea. Eso es 
superimport ant e

 

p o r q u e  s i  a l g u i e n  d e s c u b r e  q u e  s o l o  h a y  t r e s  t i p o s  d e

e c u a c i o n e s  ( p o n g a m o s  A ,  B  y  C ) ,  y  e s  c a p a z  d e  d e s a r r o -

l l a r  u n  m é t o d o  p a r a  s a b e r  c u á n d o  u n a  e c u a c i ó n  e s  d e

u n  t i p o  u  o t r o  y  a d e m á s  c o n o c e m o s  m é t o d o s  p a r a  r e -

solver cada tipo de ecuación, entonces no habrá ecuación

q u e s e n o s  r e s i s t a , y l o s  a r q u i t e c t o s p o d r á n h a c e r s u s

c á l c u l o s  m á s  f á c i l m e n t e  y  l a  g e n t e  v i v i r á  s e g u r a  y  t r a n -

q u i l a  e n  s u s  c a s a s .

Esos son los verdaderos problemas matemáticos, los

g r an d e s a v an c e s d e e s ta d is c i pl i n a t a n b o ni t a . A c on t i nu a -

c i ó n ,  v e r á s  e j e m p l o s  d e  p r o b l e m a s  g o r d o s  c o n  l o s  q u e

entenderás qué quiero decir con eso de conectar distintas

áreas y los problemas de clasificación.

Pitágor as, F ermat y Wiles:  

tres hombres y un destino

El teorema de Pitágoras es casi el único teorema que todo

el mundo conoce.
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TEOREMA DE PITÁGORAS:

E n  t o d o  t r i á n g u l o  r e c t á n g u l o ,  e l  c u a d r a d o  d e  l a

hipotenusa es igual a la suma de los cuadrados de

los catetos.

Y  u n o  s e  p r e g u n t a  p o r  q u é  e s  t a n  c o n o c i d o .
¿ T a n

i m p o r t a n t e s  s o n  l o s  t r i á n g u l o s  r e c t á n g u l o s ?
¿Alguien

ha aplicado este teorema fuera de la clase de matemáti -

cas? Pues mira, el teorema de Pitágoras es una cosa me -

gaimportante por muchas, muchas razones. V oy a con -

t a r t e a l g u n a s a q u í , p e r o s e p o d r í a n e s c r i b i r l i b r o s e n t e r o s

sobre esa cosita preciosa del mundo de las matemáticas.

Para empezar , este teorema se usó mucho al principio

de los tiempos, para hacer medidas, comprender relacio -

nes entre áreas y lados a la hora de medir terrenos, etc. 

F u e  d e  l a s  p r i m e r a s  h e r r a m i e n t a s  m a t e m á t i c a s  q u e  s e

e m p l e a r o n  e n  l a  v i d a  r e a l ,  c o m o  d i c e  l a  g e n t e .  Y a  l o s

b a b i l o n i o s  l o  a p l i c a b a n  m u c h o  a n t e s  d e  q u e  P i t á g o r a s

comiera su primera papilla. 

En fin, que sí, que para los antiguos era muy impor -

tante, pero ¿hay algo más? Pues claro que sí, existe toda 

u n  á r e a  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  q u e  h a b l a  d e  e l l o ,  l a  t r i g o -

nometría, aquello de los senos y los cosenos que se uti -

liza en prácticamente todas las ingenierías, en física y en

casi todo lugar donde uno quiera hacer ciencia o tecno -
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logía de modo práctico. Y la trigonometría no sería nada

sin el teorema de Pitágoras. Hay una fórmula cuyo nom -

bre debería formar parte del callejero de todo pueblo o 

ciudad del mundo, que ha hecho más por la humanidad 

que muchas personas que tienen el honor de figurar en 

las placas de las calles:

sen

2

x + cos

2

x = 1

E sa pequeña maravilla es una pieza clave en el progre -

so humano y es consecuencia del teorema de Pitágoras.

Allá donde queramos medir áreas extrañas (y en muchas

r a m a s  d e  l a s  c i e n c i a s  s e  h a c e  t o d o  e l  r a t o ) ,  a l l á  d o n d e

u s e m o s l o s s e n o s y l o s c o s e n o s ( d e s d e l a a r q u i t e c t u r a h a s -

ta el autotune ), encontramos el teorema de Pitágoras. En

efecto, este teorema es muy importante, y , aunque no fue -

ra más que como cultura general, todo el mundo debería

conocerlo, igual que los principios de la Revolución fran -

cesa o el viaje de Mahoma de La Meca a Medina (lo que

viene a ser la hégira). Son piezas de la cultura y la historia

que han hecho que el mundo sea como es.

Pero hay algo más que te quiero contar sobre el teo -

rema de Pitágoras antes de seguir adelante. Esta propo -

sición puede resumirse diciendo que, si en un triángulo 

rectángulo la hipotenusa mide h y los catetos miden a y 
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b , entonces h

2

= a

2

+ b

2

, para cualquier valor de h , a y b , 

con decimales, sin decimales, lo que sea, para cualquier 

triángulo rectángulo que ha existido o existirá en el fu -

turo. Y es clave fijarse no solo en lo que dice el teorema 

sino en cómo lo dice. Pitágoras and friends seguro que

no lo explicaban de esta manera. Para empezar , no po -

nían cosas como un dos pequeñito encima de una letra 

o m o v i d a s  d e l  e s t i l o ,  s i n o  q u e  l o  e x p r e s a b a n  c o n  p a l a -

bras, con lo cual era todo muuucho más lioso, la verdad.

Pero lo importante de todo esto es que, mediante el teo -

r e m a  d e  P i t á g o r a s ,  p o d e m o s  t r a n s f o r m a r  u n a  f i g u r a

g e o m é t r i c a  ( b á s i c a m e n t e  l í n e a s )  ¡ e n  u n a  e c u a c i ó n !  E s

difícil que nos demos cuenta de la importancia que eso

t i e n e  p o r q u e  e s t a m o s  a c o s t u m b r a d o s  a  v e r l o  d e s d e  l a

escuela. Sin embargo, hay que ser conscientes de que se

trata de algo muy bestia.

En una ecuación podemos pasar cosas a uno u otro 

l a d o  d e l  i g u a l  ( e s o  d e  q u e  l o  q u e  e s t á  s u m a n d o  p a s a

restando, etc.), podemos manipular los números, las le -

t r a s …  E s o  s í ,  s i e m p r e  q u e  r e s p e t e m o s  l a s  r e g l a s  d e  l a s

ecuaciones. Es decir , podemos generar conocimiento so -

bre el triángulo, sobre líneas dibujadas sin tocarlas para 

nada, solo con los números y las letritas. Se trata de una 

equivalencia  entre  el álgebra y  la geometría , aquello que

h e m o s  v i s t o  a n t e s  d e  u s a r  h e r r a m i e n t a s  d e  u n  á r e a  e n

o t r a .  E s a  e q u i v a l e n c i a  e s  a b s o l u t a m e n t e  m a r a v i l l o s a  y

es lo que ha hecho a las matemáticas ser tan poderosas. 
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Así que la próxima vez que veas el teorema de Pitágoras,

r í n d e l e  p l e i t e s í a ,  a d o r a  s u  h i p o t e n u s a ,  a r r o d í l l a t e  a n t e

sus catetos porque la salvación del mundo vendrá de su 

mano y ,  s i  no lo  haces ,  la  i ra  geométr ica  caerá  sobre  t i

(y la geometría puede ponerse muy tonta cuando le da

por soltar su ira).

Pues bien, resulta que un buen día del año 1637 un 

señor que se llamaba 
Pierre de F ermat

se levantó tonto,

sin ganas de salir a correr por el campo y pensando sobre

el teorema de Pitágoras, los números enteros (los de contar

de toda la vida) y su libro favorito (la Aritmética de Dio -

fanto). Se puso juguetón y razonó: si el teorema de Pitá -

goras se cumple con tríos de números enteros; por ejemplo,

si h = 5, a = 4, b = 3, o sea, que en ese caso se cumple que

5

2

= 4

2

+ 3

2

, ¿qué pasaría si, en vez de elevar los  números

al cuadrado, los elevo al cubo o a la cuarta o a otra poten -

c ia  cua lquiera?  
¿ T a m b i é n  h a y  s o l u c i o n e s  c o n  n ú m e r o s

enter os?
Y esto ya no tiene nada que ver con triángulos.

Jugar con números y ecuaciones es más fácil que con for -

mas geométricas, la verdad. La pregunta es chula, no sé si

muy interesante (luego veremos que sí), pero es chula, así

que Fermat se puso a intentarlo, el hombre. No sé cómo

lo haría, puede que poniéndose algunos ejemplos, tratan -

do de encontrar algún patrón o alguna regularidad en los

ejemplos, algo por el estilo, como hacemos todos los ma -

temáticos. El caso es que no encontró ningún trío de nú -

meros enteros que resolviera la ecuación h

n

= a

n

+ b

n

con
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exponente n distinto de 2. No encontró ninguno (me ima -

gi no que p rob ó muc ho ). Pe ro es qu e tam po co en co ntr ó

ninguna razón para que no lo hubiera. La historia posterior

es bastante conocida y muy bonita. Fermat escribió en el  

m a rg e n d e su l ib r o f a vo r i to q ue n o e x is t e n e s o s t r ío s d e

nú mer os ent ero s p ara ning ún expo ne nte que no se a 2, qu e

él lo sa bía d emos trar per o que la d emos trac ión n o le cabía

en el margen del libro.  Creo que o estaba equivocado o

fue una vacilada, el caso es que su supuesta demostración

no la escribió en ningún otro sitio y la cosa se quedó así

tras su muerte. Sin embargo, la pregunta no murió.

Los más grandes matemáticos de la Edad Moderna

t r a t a r o n  d e  r e s o l v e r  s i n  é x i t o  e s a  c o n j e t u r a  d e  F e r m a t ,

q u e  p a s ó  a  t e n e r  e l  l e g e n d a r i o  n o m b r e  d e  «
e l  ú l t i m o

t e o r e m a  d e  F e r m a t
» .  N a d i e  e n c o n t r ó  u n  t r í o  g u a y  d e

n ú m e r o s  e n t e r o s  p a r a  a l g ú n  e x p o n e n t e  d i s t i n t o  d e  2  y

n a d i e  f u e  c a p a z  d e d e m o s t r a r  s i  e s o  e r a  o  n o  p o s i b l e .

Pero ocurrió algo más o menos inesperado. Intentando 

resolver la preguntita de Fermat, algunos grandes mate -

máticos empezaron a darse cuenta de que esa pregunta 

del mundo de la aritmética estaba relacionada con cues -

tiones geométricas y algebraicas que en principio no te -

n í a n  n a d a  q u e  v e r .  S e  d e s a r r o l l a r o n  m é t o d o s  n u e v o s  y

n a c i ó  u n a  n u e v a  d i s c i p l i n a ,  l a  t e o r í a  a l g e b r a i c a  d e  n ú -

meros, que ha dado enormes resultados y se ha estable -

cido como una de las disciplinas más bonitas y más fruc -

tíferas de las matemáticas. Con todo, la cosa seguía sin 
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r e s o l v e r s e .  A l  p r i n c i p i o  n o  p a r e c í a  u n  p r o b l e m a  c o n

demasiada importancia, pero esta fue creciendo a medi -

da que se encontraban conexiones con otras áreas de las

matemáticas. Y pasaron trescientos años.

T rescientos años sin una respuesta, con un problema

q u e  s e  v a  h a c i e n d o  c a d a  v e z  m á s  i m p o r t a n t e  y  c o n  i n -

tentos fallidos por parte de algunos de los matemáticos 

más relevantes de la historia. Había nacido una leyenda.

El último teorema de Fermat pasó a ser foco de atención,

y algunos lo consideraban el problema más importante 

de las matemáticas y , bueno, aunque seguramente decir 

eso es bastante exagerado, sí que se convirtió en el pro -

blema más famoso. Por eso, cuando en 1993 un mate -

mático de Oxford, 
Andrew Wiles

, anunció en junio una 

charla en Cambridge titulada «Formas modulares, cur -

vas elípticas y representaciones de Galois», una corrien -

te de nerviosismo recorrió la comunidad matemática. Y 

s o l o  l a  c o m u n i d a d  m a t e m á t i c a ,  p o r q u e ,  f u e r a  d e  e l l a ,

nadie sabe de sus conexiones con la geometría. Sin em -

b a r g o ,  a q u e l l o s q u e  s e g u í a n  e s t a  h i s t o r i a  e r a n  c o n o c e -

dores de que W iles estaba tratando de resolver un pro -

blema cuya solución implicaría la solución del teorema 

de Fermat. Así pues, W iles demostró un caso particular 

de un problema que se llama «teorema de modularidad 

p a r a  c u r v a s  e l í p t i c a s » ,  u n o  d e  l o s  m á s  d i f í c i l e s  d e  l a s

mates (para que te quedes tranquilo, el teorema general 

se de most ró e n 2 001) , qu e ba stab a pa ra d emo str ar , co mo



– 773 –



 
               
    

consecuencia, el último teorema de Fermat. T rescientos 

años de búsqueda en los que la comunidad científica, al 

echar  la  v i s ta  a trás ,  se  d io  cuenta  de  que  se  habían en -

contrado cosas mucho más valiosas que la propia solu -

c i ó n  a l  p r o b l e m a :  d e c e n a s  d e  m é t o d o s  q u e  s e  p u e d e n

a p l i c a r  e n  m u c h o s  l u g a r e s  d e  e s t a  c i e n c i a ,  c o n e x i o n e s

n u e v a s  q u e  h a n  d a d o  m á s  p r o f u n d i d a d  a  l a  d i s c i p l i n a .

Las matemáticas cambiaron para siempre porque la co -

munidad se puso a tratar de resolver la inocente pregun -

ta de un abogado-matemático del siglo 

xvii

. Esos son los 

grandes problemas de las matemáticas, los importantes,

los que modifican nuestra forma de ver las cosas y llenan

de claridad el paisaje de las matemáticas.

En la serie Los Simpson , el bueno de Homer da un

s u p u e s t o e j e m p l o d e t r í o d e l o s q u e b u s c a b a F e r m a t .

El ejemplo es:  3987

12

+ 4365

12

= 4472

12

. Y si prue -

bas con una calculadora verás que efectivamente

p a r e c e  u n  c o n t r a e j e m p l o  a l  t e o r e m a  d e  F e r m a t .

¡Pero no es posible! ¿
Dónde está el f allo, en Homer

o en F ermat?
Mejor no poner a estos dos genios a

pelear y pensar que en este caso la calculadora no

nos da toda la precisión que necesitamos y hace

f a l t a  u n  o r d e n a d o r  a l g o  m á s  p o t e n t e  p a r a  d a r s e

cuenta de que esa igualdad no  es del todo correcta.
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Resolver t odas las ecuaciones del mundo

Déjame que te cuente la historia más truculenta, triste y 

de alguna manera más hermosa del mundo de las mate -

máticas. Comienza en tu clase de secundaria. En algún 

momento de la vida te encontraste, si estudiaste secun -

daria, con las ecuaciones de segundo grado. Son aquellas

que tienen la forma

ax

2

+ bx + c = 0

Lo de  segundo grado quiere  dec i r  que  e l  exponente

máximo de la x es un 2. Para solucionarlas, tu profe, a 

quien no amas tanto como deberías, te dio una fórmula 

que seguramente aprendiste de memoria y quizá reposa 

o l v i d a d a  e n  a l g ú n  l u g a r  d e  t u  m e n t e ,  p e r o  i n m e d i a t a -

mente revive si la dices en voz alta:

 =

−  ±

√



2

− 4  

2 

D e s p u é s v i n i e r o n l o s e j e r c i c i o s , h o j a s i n t e r m i n a b l e s

e n  l a s  q u e  h a b í a  q u e  m a n i p u l a r  e s t a s  e c u a c i o n e s  y  a l

final aplicar la formulita para encontrar las soluciones. 

A  v e c e s ,  l o s  á r b o l e s  n o  n o s  d e j a n  v e r  e l  b o s q u e  y  e n  l a

escuela, entre hoja y hoja de ejercicios, no nos da tiempo

a darnos cuenta de que somos capaces de solucionar con

una formulita infinitas ecuaciones, no somos conscientes
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de que a la humanidad le costó siglos llegar a algo así,

que los esfuerzos que los antiguos hacían para resolver 

cada-caso-particular de esas ecuaciones eran enormes y 

n o s o t r o s l o t e n e m o s a l a l c a n c e d e c u a l q u i e r a q u e p a s e

p o r  l a  s e c u n d a r i a  e n  c u a l q u i e r  s i s t e m a  e d u c a t i v o  d e l

mundo. A mí me parece muy fuerte, la verdad.

El caso es que podemos resolver cualquier ecuación

de grado dos con esta fórmula. Pues bien, ¿recuerdas
lo

de los pr oblemas de clasificación?
El grado de una ecua -

ción (el máximo exponente al que aparece la x ) sirve para

clasificar las ecuaciones. Cuidado, que aquí hablamos de

ecuaciones polinómicas, ¿eh?, esas en las que aparece la

x elevada a diferentes exponentes positivos (o cero) acom -

pañados de números que llamamos «coeficientes». Las 

ecuaciones de grado dos están todas resueltas, como de -

cía, pero ¿y las de los demás grados: tres, cuatro, cinco,

seis…? Pues esa es la historia que te quería contar .

L a s  e c u a c i o n e s  d e  g r a d o  t r e s  y  c u a t r o  s e  r e s o l v i e r o n

en I ta l ia  durante  e l  Renac imiento  (esa  gente ,  además  de

p i n t a r  a p o c a l i p s i s  e s t u p e n d a m e n t e  y  e s c u l p i r  u n a s  e s -

c u l t u r a s  p r e c i o s a s ,  t a m b i é n  h a c í a n  m u y  b i e n  l a s  m a t e -

m á t i c a s ) .  E l  c a s o  e s  q u e  e n  a q u e l l a  é p o c a  h a b í a  t r e m e n -

d o s  d u e l o s  d e  e c u a c i o n e s , a s í  e n  p l a n  p e l e a  d e  g a l l o s .  Y ,

c l a r o , t e n e r u n a f ó r m u l a t e p e r m i t e g a n a r m u c h o s t o r -

n e o s  d e  e s t e  t i p o .  U n  m a e s t r o  d e l  t e m a  e r a  
T a r t a g l i a

,  u n

h a c h a  d e  l a s  e c u a c i o n e s ,  q u e  c o n t a b a  c o n  u n  m é t o d o

p a r a  r e s o l v e r  m u c h í s i m o s  t i p o s  d e  e c u a c i o n e s  d e  g r a d o
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tres, las cúbicas, por lo que torneo en el que participaba,

torneo que ganaba. Por supuesto, mantenía su método 

en secreto. Otro matemático de la época, un tal 
Cardano

, 

lo convenció para que le contara su secreto, y T artaglia

s e l o c o n t ó , p e r o b a j o j u r a m e n t o d e q u e n o l o r e v e l a r a .

El caso es que Cardano y su alumno 
F err ari

, que consi -

guieron una fórmula general para las ecuaciones de gra -

do tres, estaban tratando de conseguir una fórmula para

la ecuación de cuarto grado y lo consiguieron, pero había

u n  d e t a l l e :  s u s  f ó r m u l a s  d e p e n d í a n  d e  l a s  d e  T a r t a g l i a

para las ecuaciones cúbicas, así que se encontraban con

un dilema, publicar o no su resultado. Si decidían darlo

a conocer , Cardano rompería su juramento, pero por otra

parte era un descubrimiento muy important e. ¿ Qué hacer?

L a  s o l u c i ó n  s e  l l a m a b a  S c i p i o n e  d e l  F e r r o .  R e s u l t a

que el bueno de Scipione había logrado, sin la ayuda de

T artaglia, de forma completamente indepe ndiente, la so -

lución de la cúbica. Del Ferro la hizo pública, con lo que

p o r  f i n  C a r d a n o  y  F e r r a r i  p o d í a n  u s a r  l a  p i e z a  q u e  l e s

faltaba. Así lo hicieron, publicaron la solución a la ecua -

ción de cuarto grado basándose en los resultados de Sci -

pione del Ferro pero dijeron que también T artaglia  co -

nocía la solución de muchas ecuaciones cúbicas. T artaglia

se enfadó tanto que se enemistó para siempre con Car -

dano y Ferrari.

T otal, que a finales del siglo 

x v i

ya teníamos fórmulas

par a r esol ver cua lquie r 
ecuación de gr ado dos, tres y
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cuatr o
. ¡A por las demás! La de grado cinco se resistía, 

y mucho. Por más intentos que se hicieron, tratando de 

usar la información de las fórmulas ya conocidas y téc -

n icas  nuevas ,  no se  conseguían más  que  a lgunos  resu l -

tados parciales, soluciones para algunos tipos de ecua -

c i o n e s .  A s í  q u e  e l  p r o b l e m a  d e  l a  e c u a c i ó n  d e  q u i n t o

grado se convirtió en un asunto central de las matemá -

ticas. Pasaron doscientos cincuenta años de intentos por

p a r t e  d e  l o s  m e j o r e s  m a t e m á t i c o s  d e  l a  h i s t o r i a ,  e n t r e

ellos 
Lagr ange

y 
Gauss

, y al final, en un rincón del norte 

de Europa, en un lugar apartado en Noruega se alzó la 

voz que daba la solución. 
Niels Henrik Abel

, un muchacho

d e a p e n a s v e i n t i ú n a ñ o s ,  d e m o s t r ó  q u e  e n  g e n e r a l  n o

existe una fórmula para las ecuaciones de quinto grado 

en adelante. Que sí, que todas las ecuaciones tienen so -

lución, claro, que existen métodos para poder conseguir

s o l u c i o n e s d e t o d a s l a s e c u a c i o n e s . P e r o u n a f o r m u l i t a

a s í ,  c e r r a d a ,  u n i v e r s a l  y  m o n a  c o m o  l a s  d e  o r d e n  d o s ,

t r e s  o  c u a t r o . . .  e s o  n i  e x i s t í a  n i  i b a  a  e x i s t i r .  A b e l  d i o

carpetazo al asunto. Fin, finish , finito , slutt! Abel era un

m u c h a c h o qu e h a b í a r e a l i za d o s u s t r a b a jo s s i e m p r e e n

la pobreza, que vivió de becas y contratos precarios pese

a  s e r  u n a  p e r s o n a  a b s o l u t a m e n t e  b r i l l a n t e ,  u n o  d e  l o s

mayores genios matemáticos de toda la historia. Final -

m e n t e ,  t r a s  m u c h o s  e s f u e r z o s ,  v u e l t a s ,  i d a s  y  v e n i d a s ,

incertidumbres y pasos adelante y atrás, la Universidad 

de Berlín le envió una carta en la que lo admitían como 
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p r o f e s o r .  P o r  f i n  A b e l  p o d r í a  a s e n t a r s e  y  e j e r c e r  c o m o

m a t e m á t i c o d e s d e u n p u e s t o a d e c u a d o a s u v a l í a . S i n

e m b a r g o ,  l a  c a r t a  n u n c a  l l e g ó  a  s u  d e s t i n a t a r i o .  U n o s

días antes de que fuera entregada, Abel moría de tuber -

c u l o s i s  a  l o s  v e i n t i s é i s  a ñ o s .  H o y  d í a ,  e l  p r e m i o  m á s

importante de las matemáticas, instaurado para comple -

tar los premios Nobel, lleva su nombre.

Pero, como en todo buen relato, el aparente final no

es realmente la última palabra. En la historia de la solu -

ción al que ha sido probablemente el problema más in -

teresante de la historia de las matemáticas y al que ma -

yores esfuerzos se han dedicado, todavía nos faltan un

g e n i o  y  u n a  d e s g r a c i a .  E l  g e n i o  e s  
E v a r i s t e  G a l o i s

,  u n

muchacho que antes de cumplir los diecinueve años cam -

bió para siempre la historia de las matemáticas. Galois

también trabajó en el problema de la solución de la ecua -

ción de quinto grado. Conocía el resultado de Abel y dio

u n  p a s o  m á s  a l l á :  i n v e n t ó  u n a  f o r m a  d e  s a b e r  e x a c t a -

mente cuándo una ecuación, del grado que sea, tiene una

fórmula de esas tan bonitas para encontrar las soluciones

y cuándo no. Galois cerró el problema del todo, dio una

solución completa y genial, estableciendo sin duda una

de los hitos de las matemáticas de todos los tiempos. Lo

que hizo Galois fue asociar a cada ecuación una estruc -

t u r a  a l g e b r a i c a ,  q u e  h o y  l l a m a m o s  « g r u p o » .  I n v e n t ó

una forma de estudiar esos grupos y descubrió que, ana -

lizando las propiedades del grupo asociado a cualquier
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e c u a c i ó n ,  p o d e m o s  s a b e r  s i  e s  r e s o l u b l e  m e d i a n t e  u n a

fórmula o no. A partir de Galois, las matemáticas que -

daban liberadas de estudiar las ecuaciones polinómicas

y comenzaba una nueva era. La teoría de grupos era tan 

hermosa, tan interesante y tan compleja que se convirtió

en la  nueva tarea  de l  á lgebra .  As í  pues ,  
e l á l g e b r a m o -

derna empieza con Evariste Galois
.

S i n  e m b a r g o ,  e l n o m b r e d e  G a l o i s , n u e s t r o  g e n i o ,

s e  a s o c i a r á  p a r a  s i e m p r e  a  l a  d e s g r a c i a .  C o n  t a n  s o l o

v e i n t e  a ñ o s ,  E v a r i s t e  G a l o i s  s e  v i o  e n v u e l t o  e n  u n  d u e -

l o .  L a  n o c h e  d e l  2 9  d e  m a y o  d e  1 8 3 2 ,  e s t e  m u c h a c h o

g e n i a l  s a b í a  q u e  a q u e l l a  e r a  l a  ú l t i m a  d e  s u  v i d a ,  q u e

n o  t e n í a  n i n g u n a  o p o r t u n i d a d  f r e n t e  a l  o f i c i a l  d e  a r t i -

l l e r í a  c o n  e l  q u e  s e  e n f r e n t a r í a  l a  m a ñ a n a  s i g u i e n t e .

Ante  la  proximidad de  la  muerte ,  Galo is ,  asus tado,  cas i

u n  c h i q u i l l o ,  h i z o  l o  q u e  c u a l q u i e r a  h a r í a :  d e s p e d i r s e

d e  l a  g e n t e  a  l a  q u e  a m a b a .  P a s ó  l a  ú l t i m a  n o c h e  d e  s u

v i d a  e s c r i b i e n d o  c a r t a s  d e  d e s p e d i d a ,  p e r o  t a m b i é n  e s -

c r i b i e n d o  s o b r e  l a s  m a t e m á t i c a s  q u e  p o b l a b a n  s u  c e r e -

b r o  a d o l e s c e n t e .  E n v i ó  a q u e l l o s  e s c r i t o s  a  s u  a m i g o

C h e v a l l i e r ,  p i d i é n d o l e  q u e  s e  l o s  m o s t r a r a  a  J a c o b i  y  a

G a u s s ,  d o s  d e  l o s  m á s  g r a n d e s  m a t e m á t i c o s  d e  t o d o s

l o s  t i e m p o s .  A q u e l l a s  i d e a s  d e  G a l o i s  c a m b i a r í a n  p a r a

s i e m p r e  l a  h i s t o r i a  d e  l a s  m a t e m á t i c a s .  A l  d í a  s i g u i e n t e

m o r í a  e n  e l  d u e l o .  S u  c u e r p o  f u e  e n t e r r a d o  e n  u n a  f o s a

c o m ú n  d e l  c e m e n t e r i o  d e  M o n t p a r n a s s e ,  n a d i e  s a b e

d ó n d e  e x a c t a m e n t e .
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E l  p r o b l e m a  d e  l a  r e s o l u c i ó n  d e  l a s  
e c u a c i o n e s  p o l i -

n ó m i c a s
o c u p ó  a  l o s  m a t e m á t i c o s  d u r a n t e  s i g l o s .  L a s

i d e a s  q u e  s e  d e s a r r o l l a r o n  e n  s u  s o l u c i ó n  h a n  m a r c a d o

nuestra historia, las aplicaciones son innumerables y los

caminos que se tomaron intentando resolverlo abrieron

l a s  m a t e m á t i c a s  d e  u n  m o d o  i n s o s p e c h a d o .  Y  s e  l o g r ó

resolver . El cierre final lo pusieron dos jóvenes marcados

p o r  l a  d e s g r a c i a  q u e  c a m b i a r o n  e l  r o s t r o  d e  l a s  m a t e -

m á t i c a s  p a r a  s i e m p r e  y  a b r i e r o n  n u e v a s  f o r m a s  d e  t r a -

bajar en esta disciplina. Este sí que ha sido un problema

f u n d a m e n t a l  e n  l a  h i s t o r i a  d e  l a s  m a t e m á t i c a s ,  s e g u r a -

m e n t e  e l  m á s  i m p o r t a n t e  a l  q u e  n o s  h e m o s  e n f r e n t a d o .

Los veintitrés pr oblemas de Hilbert

Hace mucho que las matemáticas son demasiado grandes

c o m o p a r a q u e u n a s o l a p e r s o n a l o g r e c o m p r e n d e r l a s

todas o al menos saber qué se hace en cada área, cuáles 

son los problemas más relevantes o las direcciones prin -

c i p a l e s  d e  l a  i n v e s t i g a c i ó n .  Q u i z á  e l  ú l t i m o  e n  p o d e r

hacerlo fue 
David Hilbert

.

Hilbert vivió entre la segunda mitad del siglo 

xix

y la 

primera del siglo 

xx

en Alemania y fue uno de los últimos

g r a n d e s  m a t e m á t i c o s .  E n  e l  a ñ o  1 9 0 0 ,  e n  e l  
C o n g r e s o

I n t e r n a c i o n a l  d e  M a t e m á t i c o s
p r o n u n c i ó  u n  d i s c u r s o

― q u e  a ú n  s e  r e c u e r d a  y  q u e  q u i z á  s e a  e l  m á s  f a m o s o

de la historia de esta ciencia ― , en el que presentó parte d e

su lista de veintitrés problemas que a su juicio eran los m á s
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importantes del momento y que marcarían las matemá -

ticas del siglo 

xx

. No se equivocaba: la lista de problemas

de Hilbert ha sido fundamental en las matemáticas con -

t e m p o r á n e a s .  M u c h o s d e  e s o s p r o b l e m a s ,  q u e v e r á s  a

continuación, te sonarán a palabras sin sentido, de esas 

que si las lees al revés con velas negras rodeándote, in -

v o c a s  a  S a t a n á s .  N o  t e  p r e o c u p e s ,  n o  p a s a  n a d a  s i  n o

tienes ni idea de qué  van; y tranqui, que Satanás no va

a aparecer hoy por tu casa. En la lista indico cuáles pro -

blemas han sido resueltos y cuáles no.

Los veintitrés problemas de Hilbert (léanse deprisa y con la boca llena)

1 La hipótesis del continuo: 

¿existe algún conjunto 

mayor que los racionales 

pero menor que los reales?

Se demostró que es  

imposible resolver con los  

axiomas usuales de la

matemática (axioma de

Zermelo-Fraenkel). O sea,

está solucionado pero raro.

2 Probar que los axiomas de 

la aritmética son 

consistentes.

Parcialmente demostrado, 

aunque hay bastante 

discusión aún sobre el 

tema.

3 Dados dos poliedros de

igual volumen, ¿es siempre

posible cortar el primero en

una cantidad finita de piezas

poliédricas que puedan ser

ensambladas de modo que

quede armado el segundo?

Resuelto: la respuesta es 

NO.
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4 Construir todas las 

métricas cuyas rectas sean 

geodésicas.

El enunciado es demasiado 

vago para saber si está 

resuelto o no. A veces 

pasan estas cosas.

5 ¿Son todos los grupos 

continuos grupos 

diferenciables de forma 

automática?

Resuelto: la respuesta es 

SÍ.

6 Axiomatizar toda la física. Se ha resuelto bastante.  

Se han logrado

axiomatizar: la mecánica

clásica, la termodinámica,

la relatividad especial, la

física estadística y la teoría

cuántica de campos.

7 ¿Es a

b

trascendente, siendo 

a  ≠ 0,1 algebraico y b  

irracional algebraico?

Resuelto: la respuesta es 

SÍ.

8 La hipótesis de Riemann y 

la conjetura de Goldbach.

No resueltos, ninguno  

de los dos; seguramente son

los problemas que todo

matemático quisiera  

ver resueltos.

9 Encontrar la ley más 

general del teorema de 

reciprocidad en cualquier 

cuerpo numérico 

algebraico.

Parcialmente resuelto.
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10 Encontrar un algoritmo que 

determine si una ecuación 

diofántica polinómica dada 

con coeficientes enteros tiene 

solución entera.

Resuelto: la respuesta es que 

NO puede existir tal 

algoritmo.

11

Resolver las formas 

cuadráticas con coeficientes  

numéricos algebraicos.

Parcialmente resuelto. Se ha

resuelto sobre los racionales

y sobre los enteros.

12

Extender el teorema de

Kronecker -W eber sobre

extensiones  abelianas de los

números racionales a cualquier

cuerpo numérico base.

Está sin resolver .

13

Resolver todas las  

ecuaciones de séptimo grado 

usando funciones  

de dos parámetros.

Resuelto (el caso continuo): 

se ha demostrado que NO 

se pueden resolver todas así.

14

Probar la finitud de ciertos 

sistemas completos de  

funciones.

Resuelto: algunos de esos 

sistemas NO son finitos.

15

Fundamento riguroso  

del cálculo enumerativo 

de Schubert.

Parcialmente resuelto.

16

Describir las posiciones

relativas de óvalos originados

en una curva algebraica real y

como ciclos límite de un

polinomio en un campo

vectorial en el plano.

Sin resolver (ni de lejos).
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17

E x p r e s i ó n  d e  u n a

f u n c i ó n  d e f i n i d a  r a c i o n a l

c o m o  c o c i e n t e  d e  s u m a s  

d e  c u a d r a d o s .

Resuelto completamente.

18

¿Existe un poliedro que  

admita solo un teselado

anisoedral en tres dimensiones?

¿Cuál es el empaquetado de

esferas más denso?

Resuelto completamente.

19

¿Son siempre analíticas las

soluciones de los lagrangianos

(problemas regulares del

cálculo de variaciones)?

Resuelto, y la respuesta es 

SÍ.

20

¿T ienen solución todos  

los problemas variacionales

con ciertas condiciones  

de contorno?

Resuelto, y la respuesta es 

SÍ.

21

Probar la existencia  

de ecuaciones lineales

diferenciales que tengan un

grupo monodrómico

prescrito.

Parcialmente resuelto.

22

Uniformización de las 

relaciones analíticas por 

medio de funciones 

automórficas.

Resuelto.

23

Extensión de los métodos 

del cálculo de variaciones.

El enunciado es demasiado 

vago para saber si se ha 

resuelto o no.
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L a  l i s t a  d e  H i l b e r t  e s  i m p r e s i o n a n t e  
p o r  m u c h o s

motivos. Quizá lo más asombroso es que una sola perso -

n a  s e a  c a p a z  d e  i d e n t i f i c a r  p o r  d ó n d e  t i e n e n  q u e  i r  l a s

matemáticas en sus diferentes áreas, algo solo al alcance

de unos pocos genios. Y hay un par de cosas que a uno

le vienen a la cabeza leyendo esta lista: las matemáticas

son muy variadas, hay en ellas cosas realmente muy difí -

ciles (y no me refiero  a las tareas que te puedan poner en

el colegio o en la universidad) y desde luego tienen muchos

pero muchos problemas abiertos. Hay diversión para rato.

LOS SIETE PROBLEMAS DEL MILENIO

La lista más famosa de problemas en nuestros días

es la de los siete problemas del milenio. El hecho

de que sean siete yo creo que es postureo, o sim -

bolismo o algo así, pues podrían tranquilamente

ser ocho o más. El caso  es que son siete problemas

q u e e l  C l a y M a t h e m a t i c s I n s t i t u t e h a d e s i g n a d o

como especialmente relevantes, y dan un premio

de un millón de dólares por la resolución de cada

u no de e l lo s . B u en o , u n m i l ló n d e dó l ar e s y l a f am a

mundial, ya te lo digo yo, porque son problemas

muy serios. De nuevo ocurre que estos problemas

s o n m u y t é c n i c o s y e s d i f í c i l e x p l i c a r l o s e n p o c a s

líneas: posiblemente haría falta un libro entero solo

para poder explicar en qué consisten y por qué son
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tan importantes. De todas formas, te pongo aquí

la lista para que los puedas reconocer si algún día

aparecen en las noticias porque alguien los ha re -

suelto. De entre los siete solo se ha logrado solu -

cionar uno totalmente y la historia de la persona

que lo consiguió es un tanto peculiar . ¿Sabes cuál

de los siete es? La solución, al final de la lista.

1. Yang-Mi l ls y e l salto de masa

Los experimentos  y simulaciones por ordenador

sugieren que hay un «salto de masa» en la solución

de la versión cuántica de las ecuaciones de Y ang-

Mills. Pero nadie ha conseguido demostrar mate -

máticamente esta propiedad. Es un problema de

física matemática y no es el único de la lista.

2. Hipótesis de Riemann

Este es el problema de los problemas, el que todos

l o s  m a t e m á t i c o s  q u e r r í a m o s  v e r r e s u e l t o .  E x i s t e

u n  t e o r e m a  l l a m a d o  « t e o r e m a  d e  l o s  n ú m e r o s

primos» que describe la distribución media de los

números primos. Y la Hipótesis de Riemann nos

dice cómo los primos de desvían de esa distribu -

ción media. Su formulación tiene que ver con los

c e r o s d e l a l l a m a d a « f u n c i ó n Z e t a d e R i e m a n n »

y  c o n e c t a  p a r t e s  c e n t r a l e s  d e  l a s  m a t e m á t i c a s .
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3. El problema P-NP

E s t e  e s  d e  l o s  m á s  f a m o s o s .  S e  t r a t a  d e  u n  p r o -

ble ma de c omp leji dad c om putac ion al, o se a có mo

d e  c o m p l i c a d o  e s  q u e  u n  o r d e n a d o r  s e a  c a p a z  d e

resolver un problema dado. La pregunta clave es:

s i  e s  f á c i l  c o m p r o b a r  q u e  u n a  s o l u c i ó n  a  u n  p r o -

blema es correcta, ¿también es fácil producir una

s o l u c i ó n ?

4. Las ecuaciones de Navier-Stokes

O t r o p r o b l e m a d e f í s i c a . L a s e c u a c i o n e s d e N a -

vier -Stokes nos dicen cómo se comportan fluidos 

como el aire o el agua. Pero no hay demostracio -

nes matemáticas de las cuestiones básicas: ¿cuán -

do existe solución para esas ecuaciones y cuándo 

esa solución es única? Este problema es central en

e l  a r g u m e n t o  d e  l a  p e l í c u l a  U n  d o n  e x c e p c i o n a l

( Gifted ), donde tratan de resolverlo.

5. La conjetura de Hodge

E s t a  c o n j e t u r a  e s  b a s t a n t e  t é c n i c a .  S e  p r e g u n t a

h a s t a  q u é  p u n t o  p o d e m o s  d e s c r i b i r  l a  f o r m a  d e

l a s  s o l u c i o n e s  d e  u n  s i s t e m a  d e  e c u a c i o n e s  u t i l i -

zando otras ecuaciones. Conecta dos ramas pre -

ciosas de las matemáticas: la topología y la geo -

metría algebraica.
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6. La conjetura de Poincaré

Esta es una conjetura de topología. La topología

trata de caracterizar las posibles formas de objetos

matemáticos. La conjetura de Poincaré se pregun -

t a s i l a ú n i c a f o r m a t r i d i m e n s i o n a l s i m p l e m e n t e

c o n e x a  ( u n a  d e  e s a s  c l a s i f i c a c i o n e s )  e s  l a  e s f e r a .

Es una pregunta relevante que permite saber cómo

de variada es la jungla de objetos matemáticos.

7. La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer

Esta es una conjetura sobre curvas elípticas, que

son curvas definidas por ecuaciones cúbicas de dos

variables. La conjetura relaciona el número de cier -

tos puntos de estas curvas con la estructura de un

objeto algebraico relacionad o con ellas. De nuevo,

una conexión profunda entre varias áreas.

¿Cuál de t odos est os pr oblemas está solucionado?

Solamente uno: la conjetura de Poincaré. En 2006, Gri -

gory Perelman solucionó por fin este problema difícil y 

m u y  p r o f u n d o .  E s t a b a  g a l a r d o n a d o  c o n  e l  m i l l ó n  d e

dólares del Clay Mathematics Institute y se le concedió 

la medalla Fields. Pero Grigory Perelman rechazó tanto 

el dinero como el premio. Su argumento, que fue califi -

cado como extravagante por unos y como honesto por 

otros, fue que él había dado, sí, el último paso, pero que
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se apoyaba en el esfuerzo de otra gente, con aportaciones

m u y  r e l e v a n t e s  q u e  l e  h a b í a n  l l e v a d o  a  é l  a  l o g r a r  d a r

fin a este problema. No creía merecer todo el reconoci -

miento ni quería tenerlo, así que simple y llanamente lo 

rechazó.
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I n f i n i t o

La matemática es la ciencia del infinit o.

Hermann W e yl

T r as el advenimient o del cer o en su tr ono de nulidad, le t ocará 

el turno en el Apocalipsis Matemático al 

todopoderoso infini -

t o

.  E l  i n m e n s o ,  e l  o m n i p o t e n t e ,  e l  i n a l c a n z a b l e ,  e l  q u e  s e

e n c u e n t r a  m á s  a l l á  d e  t o d o  l í m i t e ,  a q u e l  a l  q u e  n a d i e  p u e d e

m i r a r a l o s o j o s s i n m o r i r. El i n f i n i t o l o c u b r i r á t o d o c o n s u

s o m b r a  y  s e r á  e l  l l a n t o ,  e l  h o r r o r  y  e l  r e c h i n a r  d e  d i e n t e s .

Y va a mo lar mucho.

S i  e l  c e r o  e s  r a r i t o ,  c o m p l i c a  m u c h a s  c o s a s  y  p r e c i s a m e n -

t e  m a n e j a r l o  b i e n  s u p o n e  u n  p r o g r e s o  e n o r m e  d e  l a s  m a t e m á -

t i c a s ,  c o n  e l  i n f i n i t o  o c u r r e  e s o  m i s m o  p e r o  a  l o  b e s t i a :  h a

s i d o  a  l a  v e z  l a  p e s a d i l l a  y  e l  s u e ñ o  h ú m e d o  d e  f i l ó s o f o s  y

m a t e m á t i c o s  d u r a n t e  s i g l o s ,

y  h a  p l a n t e a d o  p a r a d o j a s  y

pr oblemas irresolubles, y por

e s o  m i s m o  e s  u n  m o t o r  d e

pr ogreso y de comprensión  e n

e l  m u n d o  d e  l a s  m a t e m á t i -

c a s . E l  i n f i n i t o d e s e m p e ñ a
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u n  p a p e l  c e n t r a l  e n  l o s  f u n d a m e n t o s  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  y

p o d e m o s  d e c i r  q u e ,  g r a c i a s  a  é l  e n  g r a n  p a r t e ,  l a s  m a t e m á -

t i c a s  s o n  l o  q u e  s o n  p o r q u e  c o n t a m o s  c o n  l a  s u f i c i e n t e  c o m -

p r e n s i ó n  d e  e s t e  c o n c e p t o .  E n  e s t e  c a p í t u l o  n o s  a s o m a r e m o s

a l  a b i s m o  i n s o n d a b l e  d e l  i n f i n i t o  y  l e  d a r e m o s  c a z a  a n t e s  d e

q u e  n o s  d e v o r e  j u n t o  c o n  e l  r e s t o  d e l  u n i v e r s o .  Y  e m p e c e m o s

c o n  u n a  p r e g u n t a  f u e r t e .

¿EL INFINITO ES UN NÚMERO?

Menuda preguntit a. La verdad es que dan ganas de quitársela 

d e  e n c i m a  c o n  u n  N O  r á p i d o  y  f u e r a ,  p e r o  l a s  m a t e s  n o  s o n

a s í ,  d e  m o d o  q u e  v o y  a  t r a t a r  d e  r e s p o n d e r  d e  u n a  m a n e r a

honest a aunque no t odo lo rigur osa que quisier a, porque nece -

sit aría t odo el libr o p ar a ello. V amos allá.

L o  p r i m e r o  d e  t o d o  e s  q u e  m u c h a s  v e c e s  e n  m a t e m á t i c a s

l a  r e s p u e s t a  p a r a  e s t e  t i p o d e  c o s a s e s « d e p e n d e » ,  y  n o  e s

p o r  e l u d i r  l a  p r e g u n t a ,  s i n o  p r e c i s a m e n t e  p a r a  c o n t e s t a r l a

b i e n .  C u a n d o  u n  m a t e m á t i c o  t e  d i c e  « d e p e n d e » ,  d a l e  l a  o p o r -

t u n i d a d  d e  q u e  s e  e x p l i q u e ,  q u e  v a s  a  a p r e n d e r ,  p u e s  s i g n i -

f i c a  q u e  s e  d a r á  u n a  r e s p u e s t a  a x i o m á t i c a  a  l a  p r e g u n t a ,  e s

d e c i r ,  q u e  p r i m e r o  s e  d e f i n i r á n  l a s  n o c i o n e s  y  r e g l a s  b á s i c a s

e n  l a s  q u e  v a  a  o c u r r i r  n u e s t r a  r e s p u e s t a  y  e n t o n c e s  s e  p o d r á

d a r  u n a  r e s p u e s t a  e n  e s e  c o n t e x t o .  E n  r e a l i d a d  s i e m p r e  e s t a -

m o s  a c t u a n d o  d e  e s t a  f o r m a ,  s o l o  q u e  m u c h a s  v e c e s  e l  c o n -

t e x t o  l o  d a m o s  p o r  s u p u e s t o .  P o r  e j e m p l o ,  s i  m e  p r e g u n t a s

cuánt o es 1 + 1, te diré que 2, per o, en otr os context os como Z

2

 

— l o  q u e  s e  l l a m a  u n  c o n t e x t o  b o o l e a n o — ,  t e n d r é  q u e  d e c i r t e
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q u e  1  +  1  e s  0 .  S í ,  y a  s é  q u e  p a r e c e  u n a  v a c i l a d a  y  q u e  l o s

m a t e m á t i c o s  n o s  g a n a m o s  l a  f a m a  d e  r a r i t o s  p o r  c o s a s  c o m o

e s t a ,  p e r o  e n  n u e s t r o  t r a b a j o  e s  m u y  i m p o r t a n t e  e s t a b l e c e r  e l

c o n t e x t o  e n  e l  q u e  d e f i n i r e m o s  l a s  c o s a s  p a r a  d a r  u n a  r e s -

p u e s t a  a d e c u a d a .

Así pues, p ar a re sponder adecuadam ente es t a pregunt a lo

primer o que hay que hacer es definir númer o e infinit o y en -

t o n c e s p o d r e m o s s a b e r s i e l i n f i n i t o e s u n n ú m e r o o n o . T e n e m o s

unos cuant os númer os, que son los natur ales, como el 2, el 7,  

e l  3 4 5 ,  l o s  n ú m e r o s  d e  c o n t a r .  S i  l e s  a ñ a d i m o s  l o s  n e g a t i v o s

tendremos lo que llamamos númer os enter os. Existen infinit os

númer os enter os, per o ∞ no es uno de ellos. La r azón f unda -

ment al es que ∞ no cumple las reglas de est os númer os porque

no p ode mos su mar de u na f or ma coh ere nt e 3 + ∞ y 1 3 + ∞ y 

o b t e n e r  d o s  n ú m e r o s  d i f e r e n t e s ,  c o m o  d e b e r í a  s e r .  C o n  ∞

n o p o d e m o s  u s a r  l a s  o p e r a c i o n e s  d e  s u m a ,  r e s t a  y  m u l t i p l i -

c a c i ó n  c o m o  c o n  e l  r e s t o  d e  l o s  e n t e r o s ,  a s í  q u e  n o ,  n o  e s  u n

n ú m e r o  e n t e r o .  T e n e m o s  t a m b i é n  l a s  f r a c c i o n e s ,  l o  q u e  l l a m a -

m o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s ,  q u e  s o n  c o c i e n t e s  e n t r e  e n t e r o s .  S o n

i n f i n i t o s  t a m b i é n .  A q u í  p a r e c e  q u e  t e n e m o s  m á s  d o n d e  e l e g i r ,

y  e n c i m a  p o d e m o s  d i v i d i r  s i n  p r o b l e m a s ,  n o  c o m o  l o s  e n t e r o s .

S i n  e m b a r g o ,  t a m p o c o  e l  i n f i n i t o  p u e d e  s e r  u n a  d e  e s t a s

f r a c c i o n e s ,  p u e s  p o r  m u c h o  q u e  q u e r a m o s  n o  p o d e m o s  e n c o n -

t r a r  u n a  f r a c c i ó n  q u e  d é  ∞  y  m a n e j a r  c o n  e l l a  l a s  o p e r a c i o n e s

c o m o  c o n  e l  r e s t o  d e  l o s  n ú m e r o s  r a c i o n a l e s .  S i  h a s  l e í d o  e l

a p a r t a d o  s o b r e  d i v i d i r  e n t r e  c e r o  e n  e l  c a p í t u l o  d e d i c a d o

a l c e r o ,  s a b r á s  q u e  d i v i d i e n d o  p o r  n ú m e r o s  c a d a  v e z  m á s
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p e q u e ñ o s  p o d e m o s  i r  a c e r c á n d o n o s  m á s  y  m á s  a  ∞  p e r o  e n

r e a l i d a d  n u n c a  l l e g a m o s  a  é l .  N o ,  

e l  i n f i n i t o  n o  e s  u n  n ú m e -

r o  r a c i o n a l

.   H a y  m u c h o s  m á s  n ú m e r o s ,  s e g u r o  q u e  l o  s a b e s .

L o s  m á s  i m p o r t a n t e s  d e  t o d o s  q u i z á  s o n  l o s  r e a l e s ,  c u y a

d e f i n i c i ó n  n o  e s  f á c i l  ( s i  t i e n e s  g a n a s ,  p u e d e s  l e e r  e l  a p a r -

t a d o  s o b r e  e s t o  u n  p o c o  m á s  a d e l a n t e ;  y  s i  h o y  n o  e s  e l  d í a

p a r a  e l l o ,  d é j a l o  p a r a  u n o  d e  l l u v i a  y  d e p r e s i ó n ) . H a y  a l g u n o s

n ú m e r o s  r e a l e s  q u e  n o  s e  p u e d e n  p o n e r  c o m o  f r a c c i o n e s ,  l o s

i r r a c i o n a l e s ,  q u e  e n  r e a l i d a d  s o n  c a s i t o d o s  l o s  r e a l e s ,  y

t a m b i é n c o n e s t o s p o d e m o s  d i v i d i r s i n p r o b l e m a s , y  h a c e r  l a s

o p e r a c i o n e s  q u e  t e  d é  l a  g a n a ,  a s í  q u e  a q u í  p a r e c e  q u e  p o -

d r í a m o s  e n c o n t r a r  a l  i n f i n i t o .  P e r o  n o ,  t a m p o c o  e s t á  a q u í .

M u c h a d e l a g e n t e q u e p i e n s a q u e e l i n f i n i t o e s u n n ú m e r o

e s  p o r q u e  e s t á  a c o s t u m b r a d a  a  c a l c u l a r  l í m i t e s  d e  f u n c i o n e s

c o n  n ú m e r o s  r e a l e s ,  y  a l g u n o s  d e  e s o s  l í m i t e s  s o n  i n f i n i t o s ,

y  d i c e n  c o s a s  c o m o  « c u a n d o  x t i e n d e  a  i n f i n i t o »  y  p o r  t a n -

t o  p a r e c e  q u e  e l  i n f i n i t o  s e a  u n o  m á s  d e l  c l u b  d e  l o s  n ú m e r o s

r e a l e s ,  e l  n ú m e r o  q u e  e s t á  a l  f i n a l  d e  l a  r e c t a  d e  l o s  r e a l e s . . .

o  m á s  b i e n  l o s n ú m e r o s ,  p o r q u e  p a r e c e  q u e  a  u n  l a d o  v i v i r í a

+ ∞  y  a l  o t r o  - ∞ .  P e r o  n o ,  e n  s e r i o  q u e  n o ,  n o  h a y  u n  n ú m e -

r o  c o l o c a d o  e x a c t a m e n t e  a l  f i n a l  d e  l a l i s t a ,  p o r q u e  ∞  n o  e s

u n  n ú m e r o  r e a l ,  y  l a  r a z ó n  e s  l a  m i s m a  q u e  a n t e s :  l a s  o p e r a -

c i o n e s  n o  f u n c i o n a n  s i  t o m a m o s  ∞  c o m o  u n o  d e  l o s  a r g u m e n -

t o s . P o r e j e m p l o ,  n o h a y u n a f o r m a c o h e r e n t e d e d e f i n i r e l

r e s u l t a d o  d e  ∞  

−

∞  ( y  n o  v a l e  d e c i r  q u e  e s  c e r o ,  n o  f u n c i o n a

b i e n ) .  L o  m i s m o  o c u r r e  c o n  l o s  n ú m e r o s  c o m p l e j o s  y  s u s

o p e r a c i o n e s .
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E n t o n c e s ,  ¿ p o r  q u é  d u d a m o s ?

¿ N o  e s t á  c l a r o  q u e  ∞  n o  e s

u n  n ú m e r o ,  q u e  e s  s o l o  u n a  f o r m a  d e  e x p r e s a r  a l g o  m á s  g r a n -

d e  q u e  t o d o s  l o s  o t r o s  n ú m e r o s ?  P u e s  s í ,  e s  c i e r t o ,  p e e e r o

r e n u n c i a r  a t e n e r  u n  s i s t e m a  c e r r a d o e n e l q u e  e l i n f i n i t o

d e s e m p e ñ e  s u  p a p e l  c o m o  u n o  m á s  d a  m u c h a  p e n a  y ,  a d e m á s ,

¿ q u i é n  p o n e  l í m i t e s  a  l a  i m a g i n a c i ó n ?  H a y  v a r i a s  s i t u a c i o n e s

e n  l a s  q u e  p o d e m o s  c o n s i d e r a r  a  ∞  c o m o  u n  m i e m b r o  m á s  d e l

c l u b ,  l o  i m p o r t a n t e  e s ,  c o m o  h e m o s  v i s t o ,  t e n e r  c u i d a d o  c o n

l a s  o p e r a c i o n e s .  P o d e m o s  c o n s i d e r a r  l a  r e c t a  d e  l o s  n ú m e r o s

r e a l e s  c o m o  u n  o b j e t o  g e o m é t r i c o ,  e n  e l  q u e  p o d e m o s  m e d i r

d i s t a n c i a s ,  y  n o  f i j a r n o s  t a n t o  e n  q u e  l o s  p u n t o s  s o n  n ú m e r o s

s i n o  s i m p l e m e n t e  v e r l o s  c o m o  c o o r d e n a d a s  e n  u n  e s p a c i o  d e

u n a  s o l a  d i m e n s i ó n .  S i  e n  l u g a r  d e  l a  r e c t a ,  c o n s i d e r a m o s  e l

p l a n o ,  t e n e m o s  u n  e s p a c i o  d e  d o s  d i m e n s i o n e s ,  y  p o d r í a m o s

s e g u i r  a ñ a d i e n d o  t o d a s  l a s  d i m e n s i o n e s  q u e  q u e r a m o s .  Y  a h o -

r a  s í ,  a h o r a  p o d e m o s  i n v i t a r  a l  i n f i n i t o  a  e s t e  c l u b .  C u a n d o

v e m o s  l a  r e c t a  r e a l  c o m o  u n  e s p a c i o  p o d e m o s  a ñ a d i r l e  u n

p u n t o  m á s ,  q u e  l l a m a m o s ,  c ó m o  n o ,  « p u n t o  d e l  i n f i n i t o » ,  y

p o d em o s t en e r un a s r e g l a s c o h e re n t e s c o n l a s qu e l a g e o m et r í a

f u n c i o n a  b i e n  p a r a  e s t u d i a r  e s e  o b j e t o  g e o m é t r i c o ,  q u e  l l a m a -

m o s  « c o m p a c t i f i c a c i ó n  d e  l a  r e c t a  r e a l » ,  c o n  a b s o l u t o  r i g o r

m a t e m á t i c o .

L a  c o s a  e s  m á s  c h u l a  s i  p a s a m o s  a  d o s  d i m e n s i o n e s ,  d o n -

d e  t e n e m o s  n o  s o l a m e n t e  u n  p u n t o  d e l  i n f i n i t o  s i n o  u n a

r e c t a  d e l  i n f i n i t o  f o r m a d a  p o r  i n f i n i t o s  p u n t o s  d e l  i n f i n i t o .

¿ A  q u e  s u e n a  a a p o c a l i p s i s ?  

E s  e l  p l a n o  p r o y e c t i v o  y  f u n c i o -

n a d e l s i g u i e n t e m o d o : t o m a t o d a s l a s r e c t a s h o r i z o nt a l e s , q u e
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s o n  i n f i n i t a s  r e c t a s  p a r a l e l a s ,  o  s e a ,  n o  s e  j u n t a n  n u n c a .  P u e s

b i e n ,  a ñ a d e  a h o r a  u n  p u n t o  d e l  i n f i n i t o  e n  e l  q u e  s e  j u n t e n

t o d a s  e l l a s ,  a l  q u e  l l a m a r e m o s  « p u n t o  d e l  i n f i n i t o  d e  l a  d i -

r e c c i ó n  h o r i z o n t a l » .  Y a  t e n e m o s  u n o .  A  c o n t i n u a c i ó n ,  p i e n s a

e n  t o d a s  l a s  r e c t a s  v e r t i c a l e s ,  q u e  t a m p o c o  s e  c o r t a n  e n t r e

e l l a s  p e r o  a  l a s  q u e  p u e d e s  a ñ a d i r  u n  « p u n t o  d e l  i n f i n i t o  d e

l a  d i r e c c i ó n  v e r t i c a l »  e n  e l  q u e  s e  c o r t e n  t o d a s .  E s t o s  d o s

p u n t o s  d e l  i n f i n i t o  s o n  d i s t i n t o s ,  l a  g e o m e t r í a  n o  f u n c i o n a r í a

i g u a l s i f u e r a n e l m i s m o p u n t o . P e r f e c t o , p u e s e s o m i s m o l o

p o d e m o s  h a c e r  c o n  l a s  l í n e a s  « i n c l i n a d a s » :  e l i g e  u n a  p e n d i e n -

t e  d e  i n c l i n a c i ó n  

α

y  p a r a  e s a  p e n d i e n t e  t e n d r á s  u n  « p u n t o

d e l  i n f i n i t o  d e  l a  d i r e c c i ó n  

α

» ,  e n  e l  q u e  s e  j u n t a n  t o d a s  l a s

l í n e a s  c o n  e s a  i n c l i n a c i ó n .  E s t o  l o  p u e d e s  h a c e r  p a r a  l a s  i n f i -

n i t a s  d i r e c c i o n e s  d e  i n c l i n a c i ó n  q u e  e x i s t e n  y  a s í  t e n d r á s

i n f i n i t o s  p u n t o s  d e l  i n f i n i t o ,  t o d o s  d i s t i n t o s  e n t r e  s í .  Y  a l

c o n j u n t o  d e  t o d o s  e s o s  p u n t o s  d e l  i n f i n i t o  l o  l l a m a m o s  « r e c t a

d e l  i n f i n i t o » .  L a  g e o m e t r í a  d e l  p l a n o  p r o y e c t i v o  e s  m u y  i m -

p o r t a n t e ,  y ,  a u n q u e  p a r e c e  u n a  i d e a  u n  p o c o  l o c a ,  e s  p e r f e c -

t a m e n t e  r i g u r o s a  y  c o h e r e n t e .  Y  e s o  e s  a s í  p o r  s a b e r  m a n e j a r

e l  i n f i n i t o ,  y  e s a  i d e a  g e o m é t r i c a  d e  i n f i n i t o  n o s  a b r e  u n a

g e o m e t r í a  n u e v a  y  m u y  ú t i l .

Y a sé que t odo est o es un poco lío, per o es que el infinit o

lo es, por eso es t an potente. Dar aquí muchos det alles sobre

geometría pr oyectiva haría que se nos f uer a el libr o un poco de

las manos, per o lo import ante es que te quedes con un p ar de

cosas: por un lado, te dejo los concept os de 
comp actificación

 

y  
p l a n o  p r o y e c t i v o

p a r a  q u e  i n v e s t i g u e s  s o b r e  e l l o s ,  v a s  a
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a p r e n d e r c o s a s m u y c h u l a s . Y p o r o t r o , q u é d a t e c o n q u e s e

p u e d e  u s a r  e l  i n f i n i t o  c o m o  u n  e l e m e n t o  m á s  j u n t o  c o n  l o s

element os «normales» en geometría, per o no solo ahí, sino que

hay varios context os matemáticos en los que el infinit o es un

«númer o» más.

Y a  v e s  q u e  e l  i n f i n i t o  e s  m á s  v a r i a d o  d e  l o  q u e  p a r e c í a ,

tiene muchos significados per o t ambién muchos t amaños. Est o, 

q u e  a l  p r i n c i p i o  l e  r e v i e n t a  l a  c a b e z a  a  m u c h a  g e n t e ,  t a r d ó

mucho en descubrirse y se lo debemos al auténtico mago del

i nf i n it o , G eo r g C a nt o r. C ua n do l le g u e e l A po c a li p s is , C a nt o r s e rá

el encargado de anunciar el advenimient o del infinit o, hacien -

d o  t r o n a r  l a  t r o m p e t a  d e  G a b r i e l ,  e s e  o b j e t o  q u e  t i e n e  á r e a

infinit a per o que encierr a un volumen finit o. ¿No te lo crees? 

C o n s u l t a  e l  a p a r t a d o  d e d i c a d o  a  e l l a  e n  e s t e  c a p í t u l o .  P e r o ,

a h o r a ,  t r a t e m o s  d e  e n t e n d e r  e s o  d e  q u e  e l  i n f i n i t o  e s  u n a

bestia de infinit as cabezas.

SOMOS LEGIÓN

:

LA BESTIA DE INFINITAS CABEZAS

L o s  a n t i g u o s  g r i e g o s  j u g a r o n  m u c h o  c o n  e l  i n f i n i t o ,  y  s e

d i e r o n  c u e n t a  d e  q u e  t e n í a  m u c h a s  c a r a s .  E l  i n f i n i t o  s e  l e s

m o s t r ó  c u a n d o  t r a t a r o n  d e  s u b d i v i d i r  u n a  d i s t a n c i a  e n  p a r -

t e s  c a d a  v e z  m á s  y  m á s  p e q u e ñ a s ,  p e r o  t a m b i é n  c u a n d o

c o n s i d e r a r o n  c o n j u n t o s  c o n  m á s  e l e m e n t o s  q u e  c u a l q u i e r  c o -

l e c c i ó n  q u e  p o d a m o s  c o n t a r .  U n a  d e  l a s  m á s  f a m o s a s  d e m o s -

t r a c i o n e s  d e  l a  h i s t o r i a ,  l a  q u e  s e  a t r i b u y e  a  

E u c l i d e s

d e 

q u e  e x i s t e n  i n f i n i t o s  n ú m e r o s  p r i m o s ,  e s  u n a  m u e s t r a  d e  e s o .

S e  t r a t a  d e  u n a  d e m o s t r a c i ó n  s e n c i l l a  y  P a t r i m o n i o  d e  l a
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H u m a n i d a d ,  p e r o  c o n s t r u i d o  c o n  n ú m e r o s ,  y  c r e o  q u e  t o d o

e l  m u n d o  d e b e r í a  v e r  e s t a  o b r a  d e  a r t e  a l  m e n o s  u n a  v e z  e n

l a  v i d a .  H e  e s c r i t o  s o b r e  e s t a  d e m o s t r a c i ó n  e n  e l  c a p í t u l o  « E l

e j é r c i t o  d e  l a s  t i n i e b l a s » .  M e r e c e  l a  p e n a  q u e  l e  e c h e s  u n

v i s t a z o  a h o r a .

L a  c o n c l u s i ó n  d e  l a  d e m o s t r a c i ó n  d e  E u c l i d e s  e s  q u e  

el

c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e r o s  p r i m o s  e s  m a y o r  q u e  c u a l q u i e r

conjunto finito

. En nuestr o lenguaje de hoy diríamos que se 

tr at a de un conjunt o infinit o.

E l  c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e r o s  e n t e r o s  e s  i n f i n i t o ,  y  e l  d e  l a s

f r a c c i o n e s  e s  i n f i n i t o  t a m b i é n .  E l  c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e r o s

p a r e s t a m b i é n  e s i n f i n i t o ,  y ,  c o m o  d e m o s t r ó  E u c l i d e s , e l

c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e r o s  p r i m o s  e s  i n f i n i t o  t a m b i é n .  Y  t o d o s

t i e n e n  e l  m i s m o  t a m a ñ o  d e  i n f i n i t o ,  e s  d e c i r ,  q u e  t o d o s

t i e n e n  e l  m i s m o  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s  y  e s o  e s  u n a  l o c u r a  q u e

v a  c o n t r a  t o d a  i n t u i c i ó n  d e c e n t e .  A  v e r ,  ¿ c ó m o  e s  p o s i b l e  q u e

h a y a  i g u a l  c a n t i d a d  d e  n ú m e r o s  p a r e s  q u e  d e  n ú m e r o s  e n t e -

r o s ?  ¿

E s t a m o s  l o c o s ?  

¿ N o  e s t á  c l a r o  q u e  t o d o s  l o s  n ú m e r o s

p a r e s  s o n  e n t e r o s  y  q u e  h a y  n ú m e r o s  e n t e r o s  q u e  n o  s o n

p a r e s ?  ¿ N o  e s t á  c l a r o  q u e  e l  c o n j u n t o  d e  n ú m e r o s  p a r e s  e s  u n

S U B - c o n j u n t o  d e  l o s  n ú m e r o s  e n t e r o s ?  ¿ Y  n o  e s t á  c l a r o  q u e

S U B
s i g n i f i c a  « m á s  p e q u e ñ o » ?  P u e s  n o .  O  s e a ,  s í ,  q u i e r o

d e c i r q u e  e l  c o n j u n t o  d e  n ú m e r o s  p a r e s  S Í  e s  u n  S U B - c o n j u n t o

d e  l o s  e n t e r o s ,  p e r o  e s o  n o  s i g n i f i c a  q u e  s e a  m á s  p e q u e ñ o .

E n  s e r i o :  i m a g í n a t e  q u e  q u i e r o  c o m p a r a r  e l  t a m a ñ o  d e  d o s

c o n j u n t o s  d e  l o s  q u e  d e s c o n o z c o  e l  n ú m e r o  d e  e l e m e n t o s .

P o n g a m o s  q u e  u n  c o n j u n t o  e s t á  f o r m a d o  p o r  c a b e z a s  c o r t a d a s
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y  e l  o t r o  p o r  h a c h a s  e n s a n g r e n t a d a s .  P a r a  s a b e r  c u á l  t i e n e

más element os saco una cabeza y le coloco a su lado un hacha,

así, por p arejas, una por una. Si en algún moment o no me q u e -

d a n  m á s  c a b e z a s  y  t o d a v í a  t e n g o  h a c h a s ,  e n t o n c e s  y a  s é

q u e h a y  m á s  h a c h a s  q u e  c a b e z a s  y  n o  m e  h a c e  f a l t a  s a b e r

c u á n t a s h a y d e  c a d a . S i  p o r e l  c o n t r a r i o s e  m e a c a b a n l a s

h a c h a s  y  a ú n  q u e d a n  c a b e z a s  p o r  c o l o c a r ,  y a  s é  q u e  e l  n ú -

m e r o  d e  c a b e z a s  e s  m a y o r .  Y  s i  p u e d o  e m p a r e j a r  t o d a s  y  c a d a

u n a  d e  l a s  c a b e z a s  c o n  s u  c o r r e s p o n d i e n t e  h a c h a ,  e s o  q u i e r e

d e c i r  q u e  a m b o s  c o n j u n t o s  t i e n e n  e l  m i s m o  n ú m e r o  d e  e l e m e n -

t o s .  C l a r o  c o m o  e l  a g u a ,  ¿ n o ?

E m p a r e j e m o s  a h o r a  l o s  e n t e r o s  c o n  l o s  p a r e s .  E l  1 ,  d e l

c o n j u n t o  d e  l o s  e n t e r o s ,  l o  e m p a r e j o  c o n  e l  2 ,  d e  l o s  p a r e s .

E l  2 ,  d e  l o s  e n t e r o s ,  l o  e m p a r e j o  c o n  e l  4 ,  d e  l o s  p a r e s .  E l  3 ,

d e  l o s  e n t e r o s ,  c o n e l  6 ,  d e  l o s  p a r e s ,  y  a s í  t o d o  e l  r a t o .  E n

g e n e r a l  e l  n ú m e r o  
n

,  d e  l o s  e n t e r o s ,  l o  e m p a r e j o  c o n  e l  2
n

, 

d e  l o s  p a r e s .  ¿ H a y  a l g ú n  e n t e r o  s i n  p a r e j a ?  N o ,  s e ñ o r .  ¿ H a y

a l g ú n  p a r  s i n  p a r e j a ?  T a m p o c o .  P o r  t a n t o ,  a m b o s  c o n j u n t o s

t i e n e n  e x a c t a m e n t e  l a  m i s m a  c a n t i d a d  d e  e l e m e n t o s ,  n o  h a y

u n o  q u e  t e n g a  m á s  q u e  o t r o .  Y  l o  m i s m o  p a s a  c o n  l o s  p r i m o s ,

c o n  l o s  m ú l t i p l o s  d e  6 6 6  o  c o n  l a s  f r a c c i o n e s .  E s e  n ú m e r o  s e

l l a m a  


o  y  e s  e l  c a r d i n a l  i n f i n i t o  m á s  p e q u e ñ o  q u e  h a y .  S i

t e  a c u e r d a s ,  h a c e  u n  r a t o  h e  d i c h o  q u e  e n t r e  l o s  n ú m e r o s

r e a l e s  h a y  u n o s  q u e  s e  l l a m a n  i r r a c i o n a l e s  q u e  n o  s e  p u e d e n

p o n e r  c o m o  f r a c c i o n e s ,  q u e  e n  r e a l i d a d  s o n  c a s i  t o d o s ,  y  l a  

c o s a  h a  p a s a d o  a s í  c o m o  d e s a p e r c i b i d a :  « c a s i  t o d o s »  l o s

r e a l e s n o s e p u e d e n p o n e r c o m o f r a c c i o n e s , p e r o f r a c c i o n e s
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hay infinit as, ¿no? Ent onces, ¿qué quiere decir ese «casi t o -

d o s » ?  P u e s  q u i e r e  d e c i r  q u e  h a y  i n f i n i t o s  i r r a c i o n a l e s  y  q u e

ese infinit o es más gr ande que el de las fr acciones, más gr an -

de que 


o . ¿Eso es pos ib l e ? 
Y e s ,  maste r

,  y f ue 

Cantor

e l 

que demostró que el t amaño de los reales (que es el mismo que 

el de los irr acionales) es mayor que el de los natur ales (que es 


o ) .  Y  l o  h i z o  u s a n d o  e l  m i s m o  t r u c o  d e  l a s  c a b e z a s  y  l a s

h a c h a s , p a r a v e r q u e n o p u e d o e m p a r e j a r n a t u r a l e s y r e a l e s .

Est a es otr a demostr ación P atrimonio de la Humanidad. Si no la 

has vist o nunca, léela. Si ya te la sabes, sált ate est o, anda.

E l  a r g u m e n t o  d e  C a n t o r ,  l l a m a d o  « a r g u m e n t o  d e  l a  d i a g o -

n a l
»

,  b á s i c a m e n t e  c o n s i s t e  e n  c o n s t r u i r  u n  n ú m e r o  q u e  n o

p u e d a  s e r  e m p a r e j a d o  c o n  n i n g ú n  n ú m e r o  e n t e r o .  S u p o n g a m o s

q u e  p o d e m o s  e m p a r e j a r  t o d o s  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  q u e h a y

e n t r e  0  y  1  c o n  l o s  n ú m e r o s  e n t e r o s .  L o s  r e a l e s  s o n  h a c h a s  y

l o s  e n t e r o s  c a b e z a s .  T e n e m o s  u n  r e a l  ( u n  h a c h a ) ,  e l  q u e  s e a ,

f r e n t e  a  l a  c a b e z a  1 ,  o t r o  f r e n t e  a  l a  2 ,  y  a s í  t o d o s .  D a  i g u a l

q u é  r e a l  e s t é  e n f r e n t e  d e  q u é  e n t e r o ,  e l  c a s o  e s  q u e  c a d a  c u a l

t i e n e  s u  p a r e j a .  B u e n o ,  p u e s  v a m o s  a  c o n s t r u i r  u n  n ú m e r o

q u e  t a m b i é n  e s t á  e n t r e  0  y  1 ,  y  q u e  n o  p u e d e  s e r  q u e  t e n g a

u n a  c a b e z a  e n f r e n t e ,  a s í  q u e  n o ,  n o  e r a  v e r d a d  q u e  l o s  p o -

d í a m o s  e m p a r e j a r  a  t o d o s .  E s e  n ú m e r o  s e r á  0  c o m a  a l g o ,  y

vamos a elegir con cuidado los decimales que van después del 0 .

C o m o  p r i m e r  d e c i m a l  t o m a m o s  u n  d í g i t o  
d i f e r e n t e

d e l  p r i -

m e r d e c i m a l  q u e t e n g a e l q u e e s t á e n f r e n t e d e l a c a b e z a 1 .

E l  q u e  s e a ,  d a  i g u a l ,  p e r o  d i f e r e n t e .  C o m o  s e g u n d o  d e c i m a l ,  

e l e g i m o s  u n  d í g i t o  d i f e r e n t e  a l  s e g u n d o  d e c i m a l  q u e  t i e n e  e l
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d e  l a  c a b e z a  2 ,  c o m o  t e r c e r  d e c i m a l  u n  d í g i t o  d i f e r e n t e  a l

t e r c e r  d e c i m a l  d e l  n ú m e r o  d e  l a  c a b e z a  3 ,  y  a s í  t o d o  e l  r a t o .

E s e  n ú m e r o  q u e  a c a b a m o s  d e  c o n s t r u i r  e s  u n  r e a l ,  e s t á  c l a r o ,

y  e s t á  e n t r e  0  y  1 .  Y a ,  p e r o  ¿ e n f r e n t e  d e  q u é  c a b e z a  e s t á ?

D e b e r í a  e s t a r  e n f r e n t e  d e  a l g u n a ,  p o r q u e  h e m o s  s u p u e s t o  q u e

t o d o  r e a l  t i e n e  e n f r e n t e  u n  e n t e r o .  P e r o  s i  t e  f i j a s  n o  p u e d e

e s t a r  e n f r e n t e  d e  n i n g u n a  c a b e z a ,  d e  n i n g ú n  e n t e r o .  D e s d e

l u e g o  e n f r e n t e  d e  l a  p r i m e r a  n o ,  p o r q u e  s u  p r i m e r  d e c i m a l  e s

d i f e r e n t e ,  e n f r e n t e d e l a s e g u n d a t a m p o c o , e n f r e n t e  d e  l a

t e r c e r a  t a m p o c o . . .  N i  e n f r e n t e  d e  n i n g u n a ,  p o r q u e  t i e n e  a l

m e n o s  u n  d e c i m a l  d i f e r e n t e  q u e  c u a l q u i e r a  d e  l o s  q u e  e s t á n

enfrente de algún enter o; no es ninguno de ellos, no está e n -

f r e n t e  d e  n a d i e .  S e  n o s  h a n  a c a b a d o  l a s  c a b e z a s  y  a ú n  t e n e -

m o s  h a c h a s .  M u y  f u e r t e .  A l  c a r d i n a l  d e  l o s  r e a l e s  ( o  s e a ,  l a

cantidad de element os del conjunt o de los reales) se le llama 


I

 

y  a c a b a m o s  d e  v e r  q u e  e s  m a y o r  q u e  


o .  U n o  d e  l o s  p r o b l e -

m a s  m á s  i m p o r t a n t e s  d e  l a s  m a t e m á t i c a s  m o d e r n a s  e s  s a b e r

s i  h a y  a l g ú n  o t r o  c a r d i n a l  e n t r e  


o  y  


I

.  S e  t r a t a  d e  l a

h i p ó t e s i s  d e l  c o n t i n u o .

P o r  c i e r t o ,  ¿ q u é  c r e e s ?  ¿ H a b r á  m á s  c a r d i n a l e s  i n f i n i t o s ,

q u i z á  m á s  g r a n d e s ,  a d e m á s  d e  


o  y  


I

?  ¿ H a b r á  u n  n ú m e -

r o f i n i t o  o  i n f i n i t o  d e  e l l o s ?  

¿ T i e n e s  a l g u n a  i n t u i c i ó n ?

Te

d e j o  q u e  l o  a v e r i g ü e s ,  n o  e s t á  b i e n  c o n t e s t a r  a  t o d a s  l a s

p r e g u n t a s ,  a s í  n o s  q u e d a  l a  i m p r e s i ó n  d e  q u e  e l  s a b e r  e s

i n f i n i t o .
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LA TROMPETA DE GABRIEL 

La tr ompet a de Gabriel, invent ada por 

Torrice l li

, es un ejem -

plo de superficie de revolución. Una superficie de revolución es 

la que gener a una línea cuando r ot a en t orno a un eje (eje de 

r o t a c i ó n ) .  P o r  e j e m p l o ,  g i r a n d o  u n a  r e c t a  e n  t o r n o  a  u n  e j e

d e  r o t a c i ó n  g e n e r a m o s  l a  s u p e r f i c i e  d e  u n  c i l i n d r o ,  q u e  e s  l a

superficie de este tipo más sencilla que hay. Gir ando distint as 

l í n e a s c o n s e g u i m o s d i s t i n t a s s u p e r f i c i e s . P a r a c o n s e g u i r l a t r o m -

pet a de Gabriel lo que hacemos es gir ar en t orno al eje hori -

zont al (el eje de abscisas o el de las 
x

) la gráfica de la f unción 

1/
x

consider ada entre uno y más infinit o. Al gir arla se consigue

una f orma como de tr ombón (sin var as) o cuerno, per o que t odo

el mundo llama «tr ompet a».

y

x
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P r e c i o s o , sí , p e r o v a m o s a c al c u l a r s u s u p e r f i c i e y v o l u m e n ,

que es lo que nos interesa. Usando cálculo element al (element al 

p ar a quien sep a cálculo, clar o) result a que podemos obtener la 

fórmula de la superficie y el volumen de la superficie de re -

v o l u c i ó n  g e n e r a d a  p o r  c u a l q u i e r  c u r v a  
y

=  
f

(
x

)  e n t r e  l o s

punt os 
a

y 
b

al gir ar en t orno al eje de las 
x

. Es una f orma 

estándar que se demostró hace mucho tiempo, y que vamos a 

aplicar a nuestr a f unción de la tr ompet a, o sea, a 
y

= 1/
x

.

La fórmula de la superficie que obtenemos es:

S
=  2 π

√

⨍  (

x

)

∫





1 + ⨍ ´  (

x

)

2

dx

Y la fórmula del volumen es:

V
=  π

⨍  (

x

)  

2

dx

∫





S i  t odo est o de las integr a l e s de las fórmu las te suena a

chino, no te preocupes: bast a con que te quedes con la idea

de que los matemáticos, esos superhér oes de la vida venidos de 

o t r o  p l a n e t a  c o n  e l  f i n  d e  h a c e r n o s  f e l i c e s ,  h a n  d e s a r r o l l a d o

una fórmula p ar a la superficie y el volumen de cualquier su -

p e r f i c i e  d e  r e v o l u c i ó n ,  y  a h o r a  c u a l q u i e r  p e r s o n a  m o r t a l  l a

puede usar, por ejemplo, nosotr os.
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E l c a s o e s q u e n u e s t r a
f

(
x

) e n l a s f ó r m u l a s e s 1 /
x

,
a

e s 

igual a 1, y 
b

es el punt o donde acaba la tr ompet a, así que la 

superficie es:

S
=  2 π

√

∫





1 +  

dx

2

( )

1

—

x

-
1

—

x

2

H a c i e n d o  l a  i n t e g r a l  ( p o r q u e  l o s  m a t e m á t i c o s  

―

y  l o s  f í -

s i c o s  y  l o s  i n g e n i e r o s

―

s a b e m o s  c ó m o  h a c e r  i n t e g r a l e s )  r e -

s u l t a  q u e  e s a  i n t e g r a l  e s  m a y o r  q u e  2  p o r  π  p o r  e l  l o g a r i t m o

n a t u r a l  d e  
b

.  A h o r a ,  c o m o  l a  t r o m p e t a  e s  i n f i n i t a m e n t e  l a r g a ,

y  e l  l í m i t e  d e l  l o g a r i t m o  d e  
b

t i e n d e  a  i n f i n i t o  c u a n d o  
b

 

t i e n d e  a  i n f i n i t o ,  r e s u l t a  q u e  l a  s u p e r f i c i e  d e  l a  t r o m p e t a  d e

G a b r i e l  e s  i n f i n i t a .

¿Y el volumen? La fórmula del volumen queda así:

V
=  π

dx

∫





1

—

x

2

Y e so es π po r l a d if e re nc i a en t re 1 y 1 d i vi d id o e nt r e 
b

.

V a l e ,  p u e s  c u a n d o  
b

 t i e n d e  a  i n f i n i t o ,  e s o  t i e n d e  a  π .  

O sea, un númer o finit o (menor que 4): el volumen de la tr om -

pet a es finit o, es π. T odo est o es bast ante alucinante per o de 

nuevo las matemáticas nos dejan clar o que a veces la intuición 

no f unc iona cuando se tr at a de l  inf in i t o .  S i  p i ensas un poco
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en est a locur a, verás que, como tiene un volumen finit o, est a 

tr ompet a se podrá llenar con una cantidad finit a de pintur a, 

per o como su superficie interior (que es igual que la exterior) 

es infinit a, ¡no se podrá pint ar! ¿Cómo es posible? T e dejo que 

lo pienses...

LOS NÚMEROS REALES

Definir bien los númer os reales no f ue t area fácil y explicar la 

definición t ampoco lo es, por eso no suele verse en la escuela, 

p e s e  a  q u e  s o n  e l  c o n j u n t o  c o n  e l  q u e  m á s  s e  t r a b a j a ,  s o b r e

t odo en la secundaria y en las ciencias e ingenierías. Hay varias

f ormas distint as de definirlos, per o vamos a asomarnos a una 

d e  e l l a s  e n  c o n c r e t o .  D e c i m o s  q u e  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s  s o n  u n

conjunt o que verifica una serie de pr opiedades que los hacen

un 
cuerpo ordenado complet o

y eso convierte a los reales 

en la base del cálculo,  del análisis matemático. El nombre es

un poco extr año, per o vamos a analizarlo poco a poco.

P ar a empezar, p artimos de un conjunt o de element os (esos 

v a n  a  s e r  l o s  n ú m e r o s  r e a l e s )  y  u n  p a r  d e  o p e r a c i o n e s  e n t r e

ellos: la suma y la multiplicación (la rest a y la división vienen 

de regalo con ellas).

• P ues bien, lo primer o que tiene que cumplir ese conjunt o

con esas oper aciones es que debe ser un 
cuerpo

. ¿Y eso

qué quiere decir? P ues básicamente que podemos sumar,

mu lt ip l i car , rest ar o d i v id i r cua lqu ier p ar de e l ement os

( p e r o  r e c o r d a n d o  q u e  n a d a  d e  d i v i d i r  e n t r e  c e r o )  y  e l
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result ado seguirá dentr o del conjunt o. T ambién tiene que 

h a b e r  e l em e n t o  n e u t r o ,  i d e n t i d a d ,  e t c . ,  p e r o  n o  q u i e r o

h a c e r l o  l a r g o .  P o r  e j e m p l o ,  l o s  e n t e r o s  n o  f o r m a n  u n

cuerpo, porque si yo divido 3 entre 2, el result ado no es 

un enter o, así que no valen. Los r acionales sí, porque coja

los dos que coja, si los divido o sumo o multiplico o lo

que sea, el result ado es otr o r acional. Ser un cuerpo es 

lo primer o, per o no bast a.

•  L o  s e g u n d o  e s  q u e  h a  d e  s e r  u n  c o n j u n t o  
t o t a l m e n t e

ordenado
. O sea, que dados dos element os, o son igua -

les o uno es mayor que el otr o o viceversa. Además, ese 

orden debe ser comp atible con la suma y el pr oduct o. Eso 

es fácil, pues lo cumplen los r acionales t ambién, e inclu -

so los enter os lo cumplen. P er o de nuevo, eso no bast a.

• Hay una pr opiedad más que se debe cumplir,  y es la clave

y lo más complicado. Se llama «pr opiedad de la mínima 

cot a superior
»

. El nombre asust a un poco, per o en reali -

dad no es p ar a t ant o. Lo que quiere decir es que si t omo

un subconjunt o cualquier a de element os que sea acot ado

por arriba, o sea, que hay algún númer o más gr ande que

t o d o s  l o s  d e  e s e  s u b c o n j u n t o  ( c o t a  s u p e r i o r ) ,  e n t o n c e s

existe una cot a superior mínima. Es decir, un númer o más

gr ande que t odos los del conjunt o y que sea el más peque -

ño que tiene esa pr opiedad. Y eso tiene que p asar siempre,

p ar a t odo conjunt o acot ado. Y ocurre que 
eso

los r aciona -
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l e s n o l o c u m p l e n . P o r e j e m p l o , t o m e m o s « e l c o n j u n t o d e

t odos los r acionales 
p

 t ales que 
p

 elevado al cuadr ado es  

menor que 2». El 1 pertenece a ese conjunt o (1 al cuadr ado

es menor que 2), y el 

1

/
2

t ambién, per o por ejemplo el 

3

/
2  

n o , p o r q u e

3

/
2

a l c u a d r a d o e s

9

/
4

y e s o e s m a y o r q u e 2 .

V ale, 

3

/
2

es mayor que cualquier element o de ese conjunt o,

es una cot a superior. Bueno, pues ent onces el conjunt o

ese está acot ado y, sin  embargo, no hay una cot a superior

m í n im a p ar a es e c o nj u n t o . P i é n sa l o u n p o c o y v e r á s q u e

no vas a poder encontr ar un númer o mínimo con esa pr o -

piedad de ser cot a superior en este caso.

A s í  p u e s ,  l o s  r a c i o n a l e s  s o n  u n  c u e r p o  y  s o n  o r d e n a d o s ,

per o no tienen el axioma de la mínima cot a superior, es decir, 

que tiene que haber algo más allá de los r acionales. Si logr amos 

construir un cuerpo, ordenado y con ese axioma, tenemos los 

reales. ¿Y se puede? Sí, se puede.

E x i s t e n  v a r i a s  c o n s t r u c c i o n e s  e q u i v a l e n t e s ,  c a d a  u n a  c o n

s u s  v e n t a j a s  e  i n c o n v e n i e n t e s .  U n a  l a  r e a l i z ó  e l  g r a n  C a n t o r

usando unas cosas llamadas «sucesiones de Cauchy». Otr a muy

buena se la debemos a Dedekind, que se basó en las llamadas 

« c o r t a d u r a s  d e  D e d e k i n d » ,  u n a  i d e a  b a s t a n t e  s o f i s t i c a d a  y

buenísima. A continuación, te dejo una versión un poco sim -

plificada per o que permite entenderlo bien:

Dedekind definió una cort adur a, llamémosle 
r

, como cualquier 

conjunt o
de los r acionales que cumple que:
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•  
r

no está vacío

•  
r

no es t odos los r acionales

•  P ar a cada númer o del conjunt o 
r

, t odos los que son más 

pequeños que ese númer o t ambién están en el conjunt o 
r

•  
r

no tiene un element o máximo

Además, el matemático definió los reales como el conjunt o 

de t odas las cort adur as 
r

. Acordaos de que cada cort adur a es 

u n  c o n j u n t o .  P u e s  b i e n ,  e l  b u e n o  d e  D e d e k i n d  d e f i n i ó  c ó m o

sumar esos conjunt os, cómo multiplicarlos, cómo ordenarlos... 

y t o d o f u n c i o n a c o m o q u e r í a m o s ,  y  ¡ h a s t a  c u m p l e n  l o d e l a

mínima cot a superior! O sea, ¡las cort adur as f orman un 
cuerpo

ordenado complet o
! Es bast ante alucinante que cada númer o 

enter o, cada númer o r acional y cada númer o irr acional corres -

ponda con una cort adur a distint a, y que se sumen, se multi -

pliquen, etc. igualit o a como est amos acostumbr ados.

P o r  e j em p l o ,  l a  c o r t a d u r a  f o rm a d a  p o r t o d o s  l o s  r a c i o n a l e s

m e n o r e s  q u e
 

3

/
2

c o r r e s p o n d e  a l  n úm e r o  

3

/
2

,  q u e  e s  u n  r a c i o n a l .

Y l a  c o r t a d u r a  f o r m a d a p o r  t o d o s  l o s  n ú m e r o s r a c i o n a l e s q u e

o  b i e n  s o n  m e n o r e s  q u e  c e r o  o  b i e n  e l e v a d o s  a l  c u a d r a d o  s o n

m e n o r e s  q u e  d o s  c o r r e s p o n d e  a l  i r r a c i o n a l  r a í z  c u a d r a d a  d e

d o s .  Y  a s í  t o d o .  C o n  e s t a  c o n s t r u c c i ó n  d e l  g e n i o  d e  D e d e k i n d

t u v i m o s  d e f i n i d o  e l  c o n j u n t o  d e l o s  n ú m e r o s  r e a l e s , l o  q u e

s u p u s o u n a v a n c e t r e m e n d í s i m o e n l a c o m p r e n s i ó n d e l a s

m a t em á t i c a s .
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El cura del ocho tumbadito (John Wallis) 

El símbolo que normalmente usa -

mos p ar a el infinit o es como un

ocho tumbado. Como el infinit o

e s u n co nc e pt o q ue h e m os a p re n -

dido a manejar matemáticamen -

te relativamente t arde, el sim -

bolit o en cuestión ap areció t ambién t arde en la hist oria.

F ue en el siglo 

x v i i

y se lo inventó un cur a, p ar a flip ar. Se

t r a t a d e J o h n W a l l i s , c o n t e m p o r á n e o d e N e w t o n y L e i b n i t z ,

los p adres  del cálculo dif erencial t al y como lo conocemos

hoy (aquello de las derivadas), y t ambién hizo sus contri -

buciones en esa área. El hombre tr abajó bast ante en ma -

temáticas: dio una buena apr oximación de π, desarr olló la

not ación de los exponentes t al y como la conocemos ahor a

y realizó bast antes aport aciones en álgebr a, geometría y

física. Wallis intr odujo el símbolo ∞ en un tr at ado sobre

cónicas en  el que usaba una idea premonit oria del cálculo

integr al dada por Cavalieri y en el que habla de una alti -

tud infinitesimal que medía 1/∞ «donde ∞ significa infi -

nit o». Una cosa curiosa de Wallis es que er a un geniecillo

del cálculo ment al, y, como tenía pr oblemas de insomnio,

hacía cálculos ment ales p ar a quedarse dormido. Dicen que

una vez calculó ment almente la r aíz cuadr ada de un nú -

mer o de cincuent a y tres cifr as y que por la mañana la

recitó de memoria. 

Tremendo e l cura, ¿no?
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88

PosapocalipsisPosapocalipsis

T odo ha terminado
(o quizá no ha hecho más que empe -

z a r ) . L o s  e j é r c i t o s d e l a s t i n i e b l a s y a h a n  p o b l a d o l a

T ierra, ya han descendido los tronos, las dominaciones 

y  las  potes tades .  Ha re inado e l  pecado y  los  j inetes  de l

Apo calips is Mat emát ico ha n galop ado a lo largo y anc ho

del orbe. Incluso el cero en su trono dorado y el infinito 

i n n o m b r a b l e  h a n  i n s t a l a d o  s u  p o d e r  o m n í m o d o  s o b r e

la humanidad entera.

¿ Y q u é ? N a d i e h a r e s u l t a d o h e r i d o , n o h a y r í o s d e

lav a  n i  gent e  ar d ie ndo,  no h ay ca bez as  de spar ram adas

ni multitudes despellejadas. No ha sido para tanto. He -

mos echado un vistazo rápido pero bonito a la inmensa 

v a r i e d a d  d e  l a s  m a t e m á t i c a s .  H e m o s  v i s t o  q u e  p u e d e n

ser 
hermosas y útiles

, pero también difíciles, diversas,

y que a veces no sirven para nada (o eso parece). Espero 

que te hayas divertido, entretenido y te haya empezado 

a  p i c a r  e l  g u s a n i l l o  d e  s a b e r  m á s .  P o r q u e  h a y  m u c h o ,

muchísimo más por saber . 
Las matemáticas son enormes

, 

e l  v a s t í s i m o  m u n d o  m a t e m á t i c o  n u n c a  s e  a c a b a .  C a d a

rincón esconde maravillas en las que uno podría pasar

vidas enteras. Y a ves que las matemáticas no hacen daño.
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Al contrario, son lenguaje y creatividad, nos hacen crecer

c o m o  i n d i v i d u o s  y  c o m o  c o m u n i d a d .  N o s  d a n  h e r r a -

mientas para comprender y para comprendernos. Somos

los descendientes de aquellos que aprendieron a contar , 

a medir , a ordenar; y hemos sido capaces de llevar nues -

tras habilidades a lugares que nunca hubiéramos sospe -

chado. No, las matemáticas no son una fuente de dolo -

res ni un apocalipsis de destrucción.

P e r o  s í  s o n  r e v e l a d o r a s ,  s í  s o n  a p o c a l í p t i c a s  e n  e l

s e n t i d o  d e  d e s v e l a r n o s  l a  v e r d a d e r a  n a t u r a l e z a  d e  l a s

cosas. O al menos parte de ella. Para ser capaces de al -

canzar la esencia de lo que nos rodea (y la nuestra propia)

n o s  h e m o s  d a d o  e l  a r t e ,  l a  f i l o s o f í a  y  l a  c i e n c i a .  L a s

matemáticas, como has podido ver , 
tienen algo de cien -

cia, algo de filosofía y algo t ambién de arte
. Son un 

lenguaje tan característicamente humano que a veces lo 

confundimos con el lenguaje de la naturaleza misma.

Anímate a seguir explorando este mundo posapoca -

l í p t i c o :  
c o r r e ,  c a m i n a ,  v u e l a ,  n a v e g a

,  q u e  n o  e s  e n  l a

l l e g a d a s i n o e n  e l  t r a y e c t o d o n d e v a s  a  e n c o n t r a r  l o s

t e s o r o s .  Y  e l  v i a j e  p o r  l a s  m a t e m á t i c a s ,  t e  l o  a s e g u r o ,

está lleno de tesoros que te enriquecerán sin medida.

Que siempre 
disfrutes de las matemáticas

.
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Pis tas y soluciones a l os r et os:Pis tas y soluciones a l os r et os:

PISTAS:

El ejércit o de las tinieblas

• Número abundante impar (p. 43):

S í  e x i s t e n  n ú m e r o s  a b u n d a n t e s  i m p a r e s .  D e  h e c h o ,

los hay menores de 1000, pero no son muy frecuentes.

Si vas a hacer una búsqueda exhaustiva, te recomiendo 

que busques desde 1000 hacia atrás. Lo mejor que pue -

des hacer es crearte un programita de ordenador que te 

l o  h a g a  ( a d e m á s ,  e s  u n  b u e n  e j e r c i c i o  p a r a  a p r e n d e r  a

programar).

• Números felices al cambiar la posición de las cifras

(p. 89):

Simplemente revisa la definición de número feliz y la 

respuesta cae por su propio peso…

• Números felices perfectos (p. 109):

Para ver si existe alguno, simplemente aplica la defi -

nición de número feliz a los números perfectos que exis -
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t e n .  S o l o  h a y  5 1 ,  a s í  q u e  n o  e s  m u c h o  t r a b a j o …  p e r o

empieza por los más pequeñitos.

•  Números  de  Munchausen en  base  3  y  4  (p .  109) :

Es gracioso: contando el 1 existen solo dos números 

de Munchausen en base 3 y solo dos en base 4. ¿T e atre -

ves a buscarlos?

P ecado

•  Cuadrado mágico concéntrico de orden 5 (p. 641):

Como tienes que colocar los números del 1 al 8 y del 

1 8  a l  2 5 ,  l a  p i s t a  f u n d a m e n t a l  e s  q u e  t e  l o s  o r g a n i c e s

e n parejas que sumen 26 y coloques cada miembro de la

pareja enfrente del otro en la corona vacía, así te asegu -

r a s  q u e  e s o s  d o s  n ú m e r o s  m á s  l o s  t r e s  d e  d e n t r o  d e l

cuadrado que ya está hecho sumen siempre 65 al formar

una fila, columna o diagonal. Ahora solo queda contro -

lar que las filas exteriores y las columnas exteriores su -

man 65, con lo que tendrás que alternar números peque -

ños y grandes al formarlas. Ánimo, seguro que tras unos

pocos intentos lo conseguirás.

• Co n s t a n t e s d e K a p r e k a r d e d o s y t r e s c i f r a s ( p . 6 4 7 ) :

Los números de dos cifras son un rollo, no tienen cons -

tante de Kaprekar . Los de tres cifras sí, seguro que la en -

cuentras haciendo unos intentos con el proceso de Kapre -

kar (recuerda, no pueden ser los tres números iguales).
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• Factorial Harshad (p. 659):

V a s  a  t e n e r  q u e  h a c e r  v a r i o s  i n t e n t o s  y  n o  t e  r e c o -

miendo que lo hagas a mano. Lo mejor es que te hagas 

un buen programita. Es muy fácil programar el factorial,

aunque vas a necesitar controlar números muy grandes 

porque el primer factorial no Harshad es mayor de 400 

(y eso es grande).

Los veintitrés jinetes del Apocalipsis

• Problema de la madre, el hijo y el padre (p.  727):

Haz las cuentas, plantea una ecuación en que x es la

edad del hijo y mira el significado de la solución tenien -

d o e n c u e n t a q u e l a c o n c e p c i ó n d e e s t e n i ñ o  s i g u i ó e l

método usual.

SOLUCIONES:

El ejércit o de las tinieblas

• Número abundante impar (p. 43):

El 945 es un número abundante impar . Comprobé -

moslo: Su factorización en primos es 945 = 3

3 

× 5 × 7 y 

por tanto sus divisores suman (1 + 3 + 3

2 

+ 3

3

) × (1 + 5) 

× (1 + 7) = 40 × 6 × 8 = 1920, pero aquí está contado el 

945, así que la suma de sus divisores propios es 975, que

es mayor que 945, por lo que este número es abundante.

A d e m á s ,  p o r  s i  q u i e r e s  s a b e r l o ,  e s  e l  m e n o r  n ú m e r o

abundante impar que existe.
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•  Números felices al cambiar la posición de las cifras

(p. 89):

L a de f i n ic i ó n n o s d a c a s i l a de m o s t r ac i ó n : e l p r oc e s o

de calcular un número feliz consiste en tomar la suma d e

l o s c u a d r a d o s d e l a s c i f r a s d e l n ú m e r o , y e s a s u m a e s

independiente del orden de las cifras, así que un número

es feliz si y solo si cualquier otro número formado por

la permutación de sus cifras es feliz.

•  Números felices perfectos (p. 109):

Comprobemos que el 28 es perfecto y feliz: para ver 

q u e  e s p e r f e c t o , b a s t a  n o t a r  q u e s u s d i v i s o r e s  p r o p i o s

son 1, 2, 4, 7 y 14, que suman exactamente 28. Y para 

ver que es feliz tenemos que 2

2 

+ 8

2 

= 68, seguimos con 

6

2  

+  8

2  

=  1 0 0  y  a h o r a  1

2  

+  0

2  

+  0

2  

=  1 ,  c o n  l o  q u e  e s t e

número es feliz.

•  Números  de  Munchausen en  base  3  y  4  (p .  109) :

Primero en base 3. Además del 1, son de Munchausen

el 12 y el 22. Comprobemos el 12: T enemos que 1

1

es 1 

y que 2

2

es 4, que expresado en base 3 es 11. Sumamos 

a h o r a 1 y 1 1 e n b a s e 3 y o b t e n e m o s 1 2 . ¿ T e a t r e v e s a

comprobar el 22?

En base 4 los tres números de Munchausen además 

d e l  1  s o n  1 3 1  y  3 1 3 .  C o m p r o b e m o s  e l  p r i m e r o :  c o m o

a n t e s ,  1

1

e s  1 ,  p e r o  a d e m á s  3

3

e s  2 7 ,  q u e  e n  b a s e  4  s e

e s c r i b e  1 2 3 .  S u m a m o s  a h o r a  1 2 3  +  1  +  1  e n  b a s e  4  y
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tenemos 123 + 1 + 1 = 130 + 1 = 131. Comprueba por 

tu cuenta el 313.

P ecado

•  Cuadrado mágico concéntrico de orden 5 (p. 641):

Una posible solución es la que te pongo a continua -

ción. Observa que las parejas que suman 26 están colo -

c a d a s e n l u g a r e s  o p u e s t o s d e l a c o r o n a e x t e r i o r , c o m o

decía en las pistas.

23 8 22 5 7

1 10 17 12 25

2 15 13 11 24

20 14 9 16 6

19 18 4 21 3

Hay muchísimas más soluciones, seguro que puedes 

e n c o n t r a r m á s c a m b i a n d o l o s n ú m e r o s c e n t r a l e s d e l a s

filas y columnas exteriores (junto a sus «parejas» al otro

lado), por ejemplo.

• Co n s t a n t e s d e K a p r e k a r d e d o s y t r e s c i f r a s ( p . 6 4 7 ) :

Para dos cifras no hay constante pero sí hay un ciclo

formado por los números cuyas cifras suman 9 (09, 18, 27…)
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lo cual es bastante bonito. Y es muy fácil ver que cual -

quier número de dos cifras cae ahí, ¿verdad? T oma dos 

cifras distintas m y n con m > n . Resta entonces ( m · 10 + 

n ) – ( n · 10 + m ). Como m es mayor que n , te llevas una 

siempre, ¿lo ves? Y de ahí sacas que las cifras de la dife -

rencia suman 9, con lo que caemos en ese ciclo.

Para tres cifras la constante de Kaprekar es 495, se -

guro que lo has comprobado  en tus intentos. Demostrar -

lo no es sencillo, al menos para lo que pretendemos en

este libro.

•  Factorial Harshad (p. 659):

El primer factorial que no es Harshad es nada menos

que 432!, que es un número enormísimo para tu calcula -

dora (y para tu ordenador , a no ser que emplees un pro -

grama matemático o programes con números muy gran -

d e s ) .  L a  s u m a  d e  l o s  d í g i t o s  d e  4 3 2 !  e s  3 8 9 7 ,  q u e  a l

factorizarlo es 3

2 

· 433, con lo que no puede dividir a 432!.

Los veintitrés jinetes del Apocalipsis

•  Problema de la madre, el hijo y el padre (p. 727):

Hagamos las cuentas: si x es la edad del hijo sabemos

que la edad de la madre es x + 25. El problema nos dice 

que dentro de siete años la madre tendrá cinco veces la 

edad del hijo, es decir que ( x + 25 + 7) = 5( x + 7). Reor -

g a n i z a m o s  l o s  t é r m i n o s  y  t e n e m o s  q u e  4 x =  − 3 ,  o  s e a ,

que x = −3/4. V amos, que al hijo le faltan nueve meses
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para nacer . Sabiendo un poco cuál es el método usual p a r a

la concepción de seres humanos, puedes imaginarte dón -

d e e s t á e l  p a d r e ( p e r o n o t e l o i m a g i n e s  m uc ho , n o s e a

que vaya a ser pecado).
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